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Prefacio

Esta obra ha sido disefiada como libro de texto para un curso de electromagnetismo
para ingenieria a nivel de licenciatura. El electromagnetismo es uno de los temas fun-
damentales de cualquier plan de estudios de ingenieria electrénica. El conocimiento de
las leyes que rigen los campos eléctricos y magnéticos es indispensable para comprender
los principios de funcionamiento de las maquinas y los instrumentos eléctricos y mag-
néticos; y para explicar los fenémenos de accion a distancia y los sistemas electro-
magnéticos es indispensable dominar la teoria basica de las ondas electromagnéticas.

Puesto que las variables electromagnéticas son funciones de coordenadas espaciales
tridimensionales y del tiempo, el tema es mas complicado que la teoria de circuitos
eléctricos, por lo cual el tratamiento adecuado requiere una secuencia de dos cursos
semestrales o tres trimestrales. Sin embargo, algunos Pplanes de estudio de ingenieria
eléctrica no asignan tanto tiempo al electromagnetismo. El propésito de este libro es
satisfacer la demanda de un libro de texto que no sélo presente los fundamentos del
electromagnetismo en forma concisa y l6gica, sino que también incluya importantes
temas de aplicaciones en ingenieria, como motores eléctricos, lineas de transmision,
guias de onda, antenas, sistemas de antenas y sistemas de radar.

Considero que una de las dificultades basicas de los estudiantes en el aprendi-
zaje del electromagnetismo €s que no pueden comprender el concepto de un modelo
clectromagnético. El enfoque inductivo tradicional de comenzar con leyes experimentales
y luego sintetizarlas gradualmente como las ecuaciones de Maxwell tiende a ser frag-
mentado y poco coherente; ademas parece que las operaciones de gradiente, divergencia
¥ rotacional se introducen en forma arbitraria y en el momento que interesan. Por otra
parte, la otra postura extrema de empezar usando como postulados fundamentales el
conjunto de ecuaciones de Maxwell, cuya complejidad es considerable, tiende a oca-
sionar preocupacién y rechazo en los estudiantes. No se contempla la necesidad y
suficiencia de estas ecuaciones generales y el concepto del modelo electromagnético

no queda bien definido.
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En este libro se construye el modelo electromagnético usando un enfoque axio-
mdtico por pasost, primero para los campos eléctricos estaticos, luego para los campos
magnéticos estaticos y finalmente para los campos variables en el tiempo que nos flevan
a las ecuaciones de Maxwell, La base matematica para cada uno de los pasos es el
teorema de Helmholtz, ¢l cual establece que un campo vectorial estd determinado aparte
de una constante aditiva si tanto su divergencia como su rotacién estan especificados
en todas partes. Una justificacion fisica de este teorema puede basarse en el hecho de
que la divergencia de un campo vectorial es una medida de [a intensidad de su fuen-
te de flujo y la rotacién del campo es una medida de la intensidad de su fuente de
vortice. El campo vectorial estard entonces determinado si se especifican las intensi-
dades de las fuentes de flujo y vértice.

Para el desarrollo del modelo electrostatico en el espacio libre sélo hay que definir
un vector (la intensidad de campo eléctrico E) especificando como postulados su di-
vergencia y su rotacional. Las demds relaciones electrostaticas en el espacio libre, in-
cluyendo las leyes de Coulomb y de Gauss, pueden derivarse de estos dos postulados
relativamente sencillos. Las relaciones en medios materiales pueden desarrollarse por
medio del concepto de las distribuciones de cargas equivalentes de dieléctricos pola-
rizados.

De forma similar, para el modelo magnetostatico en el espacio libre sélo hay que
defmir un vector de densidad de flujo magnético B, especificando como postulados su
divergencia y su rotacional; las demdas férmulas se derivan de estos dos postulados. Las
relaciones en los medios materiales pueden desarrollarse a través del concepto de
dengsidades de corriente equivalentes. Por supuesto, la validez de fos postulados reside
en su capactdad para producir resultados que concuerden con la evidencia experimental.

En el caso de campos variables con el tiempo se acoplan las intensidades de cam-
pos magnético y eléctrico. Es necesario modificar ei postulado del rotacional de E del
modelo electrostatico para que esté de acuerdo con la ley de Faraday. Asi mismo, hay
que modificar el postulado del rotacional de B del modelo magnetostatico para gue sea
consistente con la ecuacién de continuidad. Tenemos asi las cuatro ecuaciones de
Maxwell que constituyen el modelo electromagnético. Creo que este desarrollo gradual
del modelo electromagnético, basado en el teorema de Helmholtz, es novedosao, sis-
tematico, pedagdgicamente sélido y mas facil de aceptar por parte de los estudiantes,

En el breve capitulo 1 del libro se brinda un poco de motivacion para el estudio
del electromagnetismo. Alli también se presentan las funciones fuente, las cantidades
fundamentales del campo y las tres constantes universales en el espacio libre para el
modelo electromagnético. En el capitulo 2 se repasan los conceptos basicos del Algebra
vectorial, el calculo vectorial y las relaciones entre los sistemas de coordenadas car-
tesianas, cilindricas y esféricas. En el capitulo 3 se desarrollan las leyes y los méto-
dos de resolucién de problemas electrostaticos. El capitulo 4 trata los campos debidos

DK Cheng, “An alternative approach for developing introductory electromagnetics”, IEEE Antennas and
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a corriente ¢léctrica constante y los célculos de resistencia. En el capitulo 5 se estu-
dian los campos magnéticos estaticos. El capitulo 6, sobre los campos electromagnéticos
variables con el tiempo, comienza con la ley de Faraday de la induccién electromagnética
y continita con las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de onda. Las caracteris-
ticas de las ondas electromagnéticas planas son el tema del capitulo 7. En el capitu-
lo 8 se estudian la teoria y las aplicaciones de las lineas de transmisién. En los capitulos
9 (guias de ondas y cavidades resonantes) y 10 (antenas, sistemas de antenas y sistemas
de radar) se presentan otras aplicaciones en ingenieria de los campos y ondas electro-
magnéticos. Gran parte de este material ha sido adaptado y abreviado de mi libro mas
extenso, Field and Wave Electromagnetics?, pero en esta obra he incorporado varias
caracteristicas pedagdgicas innovadoras,

Cada capitulo de este libro se inicia con una seccion de descripcion gencral que
proporciona una guia cualitativa para los temas que se analizaran en el capitulo. En todo
¢l libro se presentan ejemplos resueltos después de formulas importantes y relaciones
cuantitativas con objeto de ilustrar métodos para resolver problemas genéricos. Donde
resulta apropiado se incluyen ejercicios simples con respuestas para probar la habilidad
de los estudiantes en el manejo de situaciones similares. Después de varias seccicnes
relacionadas se insertan, a intervalos irregulares, grupos de preguntas de repaso, cuyo
proposito es proporcionar una realimentacidn inmediata de los temas que se acaban
de analizar y reforzar en los estudiantes el conocimiento cualitativo de la materia. Asi
mismo, después de las preguntas de repaso se incluyen varios comentarios pertinen-
tes. Estos comentarios contienen puntos de importancia especial que quizd hayan pasado
por alto los estudiantes. Al presentar definiciones, relaciones o conceptos nuevos se
agregan breves comentarios al margen para destacar su importancia. Al final de cada
capitule aparece un resumen con una lista de puntos que condensan los temas principales
del capitulo, Espero que estas ayudas pedagdgicas sean utiles para que los estudian-
tes aprendan electromagnetisme y sus aplicaciones.

En la publicacién de un libro como éste participan, ademas del autor, muchas per-
sonas dedicadas. Deseo agradecer el interés y el apoyo de la editora Eileen Bernadette
Moran y ¢l editor ejecutive Don Fowley desde que se inicié el proyecto, También quiero
expresar mi agradecimiento a ta supervisora de produccion Helen Wythe por su amistosa
ayuda para mantener la produccion dentro de los tiempos establecidos, asi como a
Roberta Lewis, Amy Willcutt, Laura Michaels y Alena Konecny por sus contribuciones.
Jim y Rosa Sullivan, de Tech-Graphics, se encargaron de las ilustraciones. Aprecio su ex-
celente trabajo. Ante todo, quiero dar las gracias a mi esposa, Enid, por su paciencia,
comprension y aliento en todas las fases de la desafiante tarea de completar este libro.

DK.C.

1 D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics, 2da. ed., Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1989,
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Nota introductoria
para el estudiante

Este libro es su guia en un viaje hacia ¢l aprendizaje del electromagnetismo para in-
genieria. Es probable que surjan dos preguntas: ;Qué es el electromagnetismo y por
qué es importante? Una respuesta breve a la primera pregunta es que ¢l electromag-
netismo es el estudio de los efectos de las cargas eléctricas en repose o en movimiento.
Es importante porque la teoria electromagnética es indispensable para explicar los fe-
namenos electromagnéticos y comprender el principio de funcionamiento y las carac-
teristicas de los dispositives eléctricos, magnéticos v electromagnéticos usados en
ingenieria. La sociedad contemportdnea depende mucho de dispositives y sistemas
electromagnéticos. Piense, por ejemple, en los hornos de microondas, los oscilosco-
pies de rayos catédicos, la radio, la television, el radar, la comunicacion via satélite,
tos sistemas de aterrizaje automatico por instrumentos y fa conversién de energia clec-
tromagnética (motores y generadores).

Los principtos basicos del electromagnetismo se conocen desde hace mas de 150
afios. Para estudiar de manera organizada v ldgica un tema cientifico tan maduro ey
necesario establecer un modelo teérico vilido, que normalmente consiste en unas can-
tidades bésicas y en algunos postulados fundamentales (hipétesis o axiomas). Des-
pués se desarrollan ofras relacienes y consecuencias a partir de estos postulados. Por
ejemplo, el estudio de la mecdnica cldsica se basa en un modelo tedrico que defi-
ne las cantidades masa, velocidad, aceleracién, fuerza, cantidad de movimiento y cner-
gia. Los postulados fundamentales del modelo son las leyes de movimiento de Newton,
la conservacién de la cantidad de movimiento y la conservacion de la energia. Es-
tos postulados ne pueden desarrollarse a partir de otros teoremas, pero a partir de
estos postulados pueden desarrollarse las demas formulas y relaciones de la meca-
nica no relativista (situaciones donde la velocidad de movimicnto es insignificante
en comparacion con la velocidad de la luz).



De forma similar, para nuestro estudio del electromagnetismo es necesario es-
tablecer primero un modelo electromagnético. En el capitulo 1 de este libro se definen
las cantidades bésicas de nuestro modelo electromagnético. Los postulados fundamen-
tales se presentan en pasos graduales conforme se van necesitando cuando se tratan
en distintos capitulos los campos eléctricos estaticos, los campos magnéticos estaticos
y los campos variables con el tiempo. Después se obtienen varios teoremas y otros
resultados a partir de estos postulados. Las aplicaciones en ingenieria de los princi-
pios y métodos desarrollados en el texto se exploran con mayor detalle en los capi-
tulos finales.

Para que podames expresar nuestros postulados y obtener resultados ttiles en
forma sucinta, es necesario contar con las herramientas matematicas apropiadas. En el
electromagnetismo aparecen con frecuencia los vectores —cantidades que tienen magnitud
y direccioén—, por lo que debemos poseer buenos conocimientos de algebra y caleulo
vectorial. Estos temas se tratan en el capitulo 2 sobre analisis vectorial. No s6lo de-
bemos adquirir un recurso para manipular vectores, sino ademdas comprender el signi-
ficado fisico de las diversas operaciones que comprenden vectores. Una deficiencia en
el andlisis vectorial al estudiar electromagnetismo es similar a una deficiencia en el
dlgebra y célculo al estudiar fisica. Para obtener resultados fructiferos es necesario
dominar el uso de estas herramientas matematicas.

Es muy probable que ya haya estudiado la teoria de circuitos, la cual tiene que
ver con los sistemas de pardmetros concentrados formados por componentes que se
caracterizan por pardmetros concentrados, como resistencias, inductancias y capacitan-
cias. Los voltajes v las corrientes son las principales variables de sistema. En el caso
de los circuitos de corriente continua, las variables del sistema son constantes y las ecua-
ciones que las rigen son ecuaciones algebraicas. Las variables de sistema en circui-
tos de corriente alterna dependen del tiempo; son cantidades escalarcs e independicntes
de las coordenadas espaciales. Las ecuaciones determinantes son ecuaciones diferenciales
ordinarias, Por otra parte, la mayoria de las variables electromagnéticas son funciones
del tiempo y de las coordenadas espaciales. Muchas son vectores. Incluso en los ca-
sos estaticos, las ecuaciones determinantes normalmente son ecuaciones diferenciales
parciales, Sin embargo, las ccuaciones diferenciales parciales pueden dividirse en
ecuaciones diferenciales ordinarias, que ya ha visto en sus cursos de fisica y analisis
de sistemas lineales. En aquellas situaciones simples donde existen simetrias, lag ecua-
ciones diferenciales parciales se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias. La se-
paracion de la dependencia temporal y espacial se logra con el uso de fasores.

Dado que en ¢l electromagnetismo es necesario definir mas cantidades y usar més
manipulaciones mateméticas, es probable que inicialmente tenga la impresién de que
la teoria electromagnética es abstracta. De hecho, la teoria electromagnética no es mds
abstracta que la teoria de circuitos, en el sentido de que la validez de ambas puede
verificarse con resultados medidos experimentalmente: simplemente hay que trabajar

mis para desarrollar una teoria completa y légica que pueda explicar una variedad de
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fenémenos mas amplia. El reto de la teoria electromagnética no es lo abstracto del tema,
sino el proceso de dominar el modelo electromagnético y las reglas de funcionamiento
asociadas.

Usted encontrard que cada capitule del libro comienza con una seccién DESCRIP-
CION GENERAL, donde se presentan los temas que seran analizados en el capitulo.
Al ir presentando definiciones, relaciones y conceptos nuevos, se incluyen breves notas
al margen para llamar su atencién, Al final de aigunas secciones relacionadas hay,
a intervalog irregulares, PREGUNTAS DE REPASO que sirven para darle una reali-
mentacion inmediata sobre los temas que se acaban de analizar y para reforzar su com-
prension cualitativa de la materia. Debera ser capaz de responder a estas preguntas con
conflanza; de no ser asi, regrese a las secciones y aclare sus dudas. Después de las
preguntas de repaso normalmente aparece un recuadro de COMENTARIOS, que con-
tiene puntos de importancia especial que quizd haya pasado por alto pero que debe-
rd comprender y recordar. Al final de cada capitulo hay una seccion de RESUMEN
donde se listan los resultados mds importantes del capitule. Su funcién es destacar la
importancia de estos resultados sin repetir las formulas matemadticas.

Los términos nuevos y los enunciados importantes que van surgiendo en el libro
se presentan en negritas cursivas; ademas, las formulas principales se presentan en re-
cuadros. Se proporcionan ejemplos desarrollados para ilustrar fos métedos de resolucion
de problemas tipicos. Donde resulta aprepiade se incluyen e¢jercicios sencillos con
respuestas. Debera realizar los ¢jercicios cuando aparezean, para que pueda comprobar
si domina las habilidades cuantitativas bésicas que se acaban de presentar. Los problemas

- al final de los capitulos sirven para ampliar lo que ha aprendido en el capitulo y probar

su habilidad en el manejo de situaciones nuevas. Las respuestas a los problemas con
nimeros impares, presentadas al final del libro, permiten que revise sus resultados y
confirme su avance.

El aprendizaje del electromagnetismo es un viaje intelectual; cste libro le servira
como guia, pero usted debe aportar su dedicacién y su perseverancia. Esperamos que
su exploracidn del territorio del electromagnetismo para ingenteria sea una experiencia
estimulante y gratificante.

El autor.



El aprendizaje no se logra por casualidad,
debe buscarse con pasion y atenderse con esmero.

—Abigail Adams
{en una carta a John Quincy Adams, 1780)
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1-1 DESCRIPCION GENERAL Elelectromagnetismo es el cs-
tudio de los fenémenos eléctricos y magnéticos causados por cargas cléctricas en re-
poso o en movimiento. La existencia de cargas cléctricas fue descubierta hace mas dc
2500 afios por el astrénomo y filosofo griego Tales de Mileto, quien observo que una
vara de ambar, después de ser frotada con seda o lana, atraia paja y pequenos peda-
70s de tela. Atribuy® esta propiedad misteriosa a la vara de ambar. La palabra gricga
que significa dmbar es elekron, de la cual se derivaron las palabras efectron, electrénica,
electricidad, etcétera.

A partir de la fisica clemental sabemos que hay dos tipos de cargas: positivas y
negativas. Ambos tipos de carga son fuentes de un campo eléctrico. Las cargas en mo-
vimiento producen una corriente, la cual origina un campo magnetico. Aqui hablamaos
provisionalmente de un campo cléctrico ¥ un campo magnético de¢ manera general; des-
pués presentaremos un significado mas definitivo de ambos términos. Un campo es la
distribucién espacial de una cantidad, la cual puede o no ser funcidn del tiempo. Un
campo eléctrico variable con el tiempo estd acompafiado por un campo magnético, ¥
viceversa. En otras palabras, los campos eléctricos y magnéticos variables con el tiempo
estan acoplados, produciendo un campo electromagnético. En determinadas condiciones,
los campos electromagnéticos variables con el tiempo producen ondas que radian de
la fuente.

El concepto de los campos ¥ las ondas es esencial en la explicacion de la accion
a distancia. Por ejemplo, cn la mecdnica elemental aprendimos que las masas se
atracn. Es por esto que los objetos caen a la superficie de la Tierra. Sin embargo, puesto
que no hay hilos elasticos que conecten la Tierra con un objeto en caida libre, ;como
se explica este fendmeno? El fendmeno de accion a distancia se explica postulando
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[a existencia de un campo gravitacional, De forma similar, la comunicacién por satélite
¥ la reeepeidn de sefiales desde una sonda espacial a millones de kilometros de dis-
tancia s6lo puede explicarse postulando la cxistencia de campos cléctricos y magnd-
Ticos ¥ ondas electromagnéticas. En este libro, Fundamentos de electromagnetismo para
ingenieria, estudiaremos las leyes fundamentales del eIectromagncltismo ¥ algunas dc
sus aplicaciones cn ingenieria,

La necesidad de los conceptos de los campos electromagnéticos puede ilustrarse
con un sencillo ejemplo. En la figura 1-1 se muestra un teléfono maévil conectado a una
antena. Al transmitir, una fuente cn la base alimenta a [a antena con una corriente por-
tadora del mensaje, usando una frecuencia portadora apropiada. Desde la perspectiva
de la teorfa de circuitos, la fuente alimenta un circuito abierto, ya que la puntz supe-
rior de la antena no csta conectada a ningiin objeto fisico; por consiguiente, [a corricnte
no podria circular y no sucederia nada. Por Supucsto, csta perspectiva no pucde explicar
por qué sc establece la conexion entre unidades telefonicas maviles. Para esto hay que
usar los conceptos del clectromagnetismo. En el capitulo 10 veremos que cuando la
longitud de la antena es una parte apreciable de la longitud de onda de la portadora,
circulard una corriente no uniforme por la antena con extremo abicrto. Esta corricn-
t¢ radia un campo electromagnético cn el espacio, variable con el ticmpo, que se propaga
como onda electromagnética e induce corrientes en otras antenas a distancia. El mensaje
se detecta después en la unidad receptora,

En este primer capitulo comenzaremos |z tarea de construir un modelo elec-
fromagnético, a partir del cual desarrollaremos ¢l tema del electromagnetismo para
ingenicria.

3




CAPITULO 1 EL MODELC ELLCTROMAGNLETICO

Antena

Unidad transmisora/receptora

FIGURA |-l Teléfano movil.

1-2 EL MODELO ELECTROMAGNETICO
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Hay dos enfoques para el desarrollo de un tema cientifico: el enfogue inductive y el
deductivo. En ¢l enfoque inductivo se sigue el desarrello histérico del tema, comen-
zando por la ebservacion de experimentos sencillos y derivando de ellos leyes y teo-
remas. Es un proceso de razonamiento que parte de fendmenos particulares para llegar
a principios generales. Por otra parte, en el enfoque deductive se postulan algunas
relaciones fundamentales para un modelo idealizado. Las relaciones postuladas son
axiomas de los cuales se pueden derivar leyes y teoremas especificos. La validez del
modelo y los axiomas se verifica con su capacidad para predecir consecuencias que pue-
dan comprobarse con observaciones experimentales. En este libro hemos preferido usar
el enfoque deductivo o axiomatico porque es mas conciso y permite desarroilar el tema
del electromagnetisme de forma ordenada.

En la construccién de una teoria basada en un modelo tdealizado hay tres pasos
esenciales:

raso 1 Definir algunas cantidades bésicas aplicables al tema de estudio.
raso 2 Especificar las reglas de operacidn (las mateméticas) de estas cantidades.

ras0 3 Postular algunas relaciones fundamentales. {Estos postulados o leyes por lo
general se basan en numerosas observaciones experimentales realizadas en condicio-
nes controladas y sintetizadas por mentes muy brillantes.}

Un ejemplo familiar es la teoria de circuitos, basada en un modelo de circuito formado
por fuentes ideales y resistencias, inductancias y capacitancias puras. Las cantidades
basicas en este caso son voltajes (), corrientes (1), resistencias (R), inductancias (L)
y capacitancias (C); las reglas de las operaciones son las del algebra, las ecuaciones
diferenciales ordinarias v la transformacién de Laplace; y los postulados fundamen-
tales son las leyes del voltaje v de la corriente de Kirchhoff. A partir de este mode-
lo bastante sencillo podemos derivar varias relaciones y férmulas y determinar las
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respuestas de redes bastante compilejas. La validez y el valor del modelo se han de-
mostrado ampliamente,

Es posible construir una teoria electromagnética de forma similar, con base en
un modelo electromagnético apropiado. En esta seccién daremos el primer paso para
definir las cantidades basicas del electromagnetismo. El segundo paso, las reglas de
operacidn, abarca el algebra vectorial, el calculo vectorial ¥ las ecuaciones diferen-
ciales parciales. Los fundamentos del algebra y el célculo vectorial se analizarin en
el capitulo 2 (Analisis vectorial), y las técnicas de resolucin de ecuaciones diferen-
ciales parciales se presentaran cuando aparezcan estas ecuaciones en el libro. El tercer
paso, los postulados fundamentales, se presentars en tres subetapas cuando veamos
los campos eléctricos estiticos, los campos magnéticos estiticos y los campos efec-
tromagnéticos, respectivamente.

Las cantidades de nuestro modelo electromagnético pueden dividirse en dos ca-
tegorias generales: cantidades de fuente y cantidades de campo. La fuente de un campo
electromagnético siempre consiste en cargas eléctricas en reposo o en movimiento. Sin
embargo, un campo electromagnético puede ocasionar una redistribucién de las car-
gas, lo cual a su vez modificara el campo; por esto no siempre es muy clara la scpa-
racion entre la causa y el efecto.

Usaremos ¢l simbolo ¢ (en ocasiones () para denotar la carga eléctrica. La carga
eléctrica es una propiedad fundamental de la materia y Gnicamente existc en multiplos
enteres positivos o negativos de la carga de un electrén, —e.

e=160x 10" (C), (1-1)

donde C es la abreviatura de la unidad de carga, el conlomb.! Se llama asi en honor
del fisico francés Charles A. de Coulomb, quien formulé la ley de Coulomb en 1785
(analizaremos la ley de Coulomb en el capitulo 3}. Un coufomb es una unidad muy gran-
de para la carga eléctrica, pues se requieren 1/ (1.60 x 10-1%) = 6.25 millones de bi-
tiones de electrones para formar —1(C). Es mas, dos cargas de 1C a un metro de
distancia ejerceran entre sf una fuerza de aproximadamente un millén de toneladas. En
el apéndice B-2 se listan otras constantes fisicas del electron.

El principio de la conservacion de la carga eléctrica, como ¢l principio de con-
servacion de la energia, es un postulado fundamental o ley de la fisica. Establece que
la carga eléctrica se conserva; es decir, no se crea ni se destruye. Es una ley de la na-
turaleza y no puede derivarse de otros principios o relaciones.

Las cargas eléctricas pueden moverse de un lugar a otro ¥ redistribuirse bajo la
influencia de un campo electromagnético, pero la suma algebraica de las cargas negativas

t Analizaremos el sistema de unidades en la seccion 1-3.
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y positivas en un sistema cerrado (aislade) no cambia. El principio de conservacion
de la carga eléctrica debe satisfucerse en todo momento y en todas las circunstancias.
Cualquier formulacion o solucion de un problema electromagnético que viole el principio
de la conservacion de la carga eléctrica siempre sera incorrecta.

Aungue en el sentido microscapico la carga eléctrica existe 0 no existe en un punte
de manera discreta, estas variaciones abruptas a escala atémica no tienen importancia
al considerar el efecto electromagnético de grandes conjuntos de cargas. Al construir
una teoria electromagnética macroscépica o a gran escala, cncontramos que se obtienen
resultados muy buenos al usar la densidad media alisada. (Este mismo enfoque se emplea
en la mecdnica, donde se define un funcién de densidad alisada de masa a pesar de que
la masa se relaciona Gnicamente con particulas elementales de una forma discreta a
escala atomica.} Definimos una densidad volumétrica de carga, p,» COMO una canti-
dad fuente, de la siguiente manera:

Aq

p, = lim —

C/m?),
.&v-’ﬂAv ( /m}

(1-2)
donde Ag es Ia cantidad de carga en un volumen muy pequefio Av. ;Cudn pequeiio debe
ser Av? Debe ser lo suficientemente pequefio para representar una variacion precisa de
£, pero lo suficientemente grande como para contener gran niimero de cargas discretas.
Por ¢jemplo, un cubo elemental con lados tan pequefios como 1 micra (10 ¢ m o 1um)
tiene un volumen de 10-'%(m?), el cual contiene unos 10" (100 000 milloncs) dtomos.
Es de esperar que una funcién alisada de las coordenadas espaciales, P, definida con
una Av tan pequefia, produzea resultados macroscopicos precisos para casi todos los
fines practicos. '

En algunas situaciones fisicas podemos identificar una cantidad de carga Ag con
un elemento de superficie As o un elemento de linea A¢, En estos casos serd mas apro-

piado definir una densidad superficial de carga, p,, 0 una densidad lineal de carga, Pr

Ay
— ]i — 2 o
s Elo R {C/m?), (1-3)
_ Ag
pr = IiTDA—E (C/m), (1-4)

Excepto en algunas situaciones especiales, las densidades de carga varian de un punto

a otro; por consiguiente, o, p, y p, son, en términos generales, funciones puntuales
de las coordenadas espaciales.

La corriente es la razén de cambio de la carga con respecto al tiempo; es decir,

dq

L=

donde la propia / también puede dej:lendcr del tiempo. La unidad de corriente es e
coulomb por segundo (C/s), lo cual equivale a un ampere (A). Una corriente debe fluir

(C/s o A), (1-5)
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a través de un drea finita (por ejemplo, un alambre conductor con area transversal fini-
ta}, por le tanto, no se trata de una funcion puntual. En el electromagnetismo se de-
fine una funcién puntual vectorial densidud de corriente, J, que mide la cantidad de
corriente que fluye por un drea unidad normal a la direccién del flujo de la corrien-
te. La letra en negritas J es un vector cuya magnitud es la corriente por unidad de area
{A/m?) y su direccidn es la del flujo de corriente.

En cl electromagnetismo hay cuatro cantidades de campo vectoriales fundamen-
tales: intensidad de campo eléctrico E, densidad de Slujo eléctrico (o desplazamiento
eléctrico) D, densidad de flujo magnético B ¢ intensidad de ciampe magnético H.
Explicaremos con detalle 1a definicidn ¥y la importancia fisica de estas cantidades cuan-
do sc presenten mas adelante. Por el momento sélo queremos establecer lo siguien-
te: la intensidad de campo cléctrico E es el @nico vector necesario al analizar la
electrostatica (los cfectos de cargas eiéetricas estacionarias) en el espacio libre; se de-
fine como la fuerza eléctrica por unidad de carga de prueba. El vector de desplaza-
miento eléctrico D es atil en el estudio de campos cléctricos en medios materiales,
come veremos en el capitulo 3. De forma parecida, la densidad de flujo magnético
B cs el nico vector necesario al analizar iz magnetostatica (los cfectos de corrien-
tes eléctricas estacionarias) en el espacio libre, y se relaciona con la fuerza magné-
tica que actia sobre una carga que se mueve con determinada velocidad. El vector de
intensidad de campo magnético H es titil en el estudio de campos magnéticos en medios
matcriales. En el capitulo S veremos la definicion y la importancia de B y H.

En la tabla 1-1 se presentan las cuatro cantidades fundamentales del campo elec-
tromagnético, asi como sus unidades. En la tabla 1-1, V/m es volt por metro y T re-
presenta un tesla o volt-segundo por metro cuadrado. Si no hay variacion temporal (como
¢n los casos estaticos o estacionarios), las cantidades de campo eléctrico Ey D vy las
cantidades de campo magnético B y H forman dos pares vectoriales separados. Sin
embargo, en [os casos dependientes del tiempo, las cantidades de campos eléctricos

TABLA 1-1 CANTIDADES FUNDAMENTALES DEL CAMPQO ELECTROMAGNETICO

Simbolos ¥ unidades para

las cantidades del campo Cantidad de campo Simbole Unidad
Intensidad de campo eléctrico E Vim
Fléctrico
Densidad de flujo eléctrico D C/m?

{desplazamiento eléctrico)

Densidad de fluje magnético B T

Magnético

Intensidad de campo magnético H A/m
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¥y tnagnéticos estan acopladas; ¢s decir, si E y D son variables con ¢l tiempo produciran
B y H, y viceversa. Las cuatro cantidades son funciones puntuales. 1.as propiedades de
los matcriales (0 medios) determinan las relaciones entre Ey D v entre By H. Estas
relaciones se denominan refaciones constitutivas de un medio y las veremos maés adelante.

El objetivo principal del estudio del electromagnetismo es comprender la inte-
raccion entre cargas y corricntes a distancia, con base en el modelo electromagnético.
Los campos y las ondas (campos dependientes del tiempo y del cspacio) son las can-
tidades conceptuales basicas de este modelo. Los postulados fundamentales, que enun-
ciaremos en capitulos subsecuentes, relacionaran E, D, B, H y las cantidades fuente;
ademas, las relaciones derivadas nos llevaran a la explicacion y la prediccion de los
fendmenos electromagnéticos.

1-3 UNIDADES EN EL S| Y CONSTANTES UNIVERSALES

Unidades del Sl o
MKSA

La medicidn de una cantidad fisica debe cxpresarse como un niimero seguido por una
unidad. De esta manera podemos hablar de una longitud de tres metros, una masa de
dos kilogramos y un periede temporal de diez segundos. Para que un sistema de unidades
sea Wtil, debe basarse en unidades fundamentales de tamafio convenicente (practico). To-
das las cantidades cn la mecanica pueden expresarse en términos de tres unidades basicas
{(de longitud, masa y tiempe). En el electromagnetismo se requicre una cuarta unidad
bisica (de corriente). El 8T (Sistema internacional de unidades) cs un sistema MKSA
elaborade a partir de las cuatro unidades fundamentales listadas en la tabla 1-2. To-
das las otras unidades usadas en el electromagnetisimo, incluyendo las que aparecen en
la tabla 1-1, son unidades derivadas que sc expresan en tuncion de metros, kilogramos,
segundos y amperes. Por ejemplo, la unidad de carga, coulomb (C), ¢s ampere-segundo
(A -s); la unidad de intensidad de campo eléctrico (Vim) es kg - n/A - 5% la unidad
de densidad de flujo magnético, tesla (T), cs kg/A - s En ¢l apéndice A sc presentan
tablas mas completas de las unidades de diversas cantidades.

En nuestro modelo electromagnético hay tres constantes universales, ademas de las
cantidades de campo de la tabla 1-1. Estas constantes se relacionan con las propiedades

TagLs 1-2 UNIDADES DEL S| FUNDAMENTALES

Cantidad Unidad Abreviatura
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempeo segundo s
Corriente amperg A
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del espacio libre (vacio) y son: velocidad de la onda electromagnética (incluyendo la
luz) cn el espacio hibre, ¢; permitividad dcl espacio libre, €, y permeabilidad de! es-
pacio libre, y,. Se han realizado muchos experimentos para medir con precisién la ve-
locidad de la luz, hasta varias cifras decimales. Para nuestros fines basta recordar que

c=3x 108 (m/s). (en el espacio libre) (1-6}

Las otras dos constantes, €, ¥ g, s¢ rclacionan con los fenémenos eléctricos y mag-
néticos, respectivamente: €, es la constante de proporcionalidad entre la densidad de
flujo eléctrico D y la intensidad de campo eléctrico E en ¢l espacio libre, de manera
que

D = ¢,E; {en el espacio libre) (1-7)

#, €s la constante de proporcionalidad entre la densidad de flujo magnético B vy la in-
tensidad de campe magnético H en el espacio libre, de manera que

]
H = o B. (en el espacio libre) U=5)
4]

Los valores de €, y y, sc determinan de acuerdo con ¢l sistema de unidades elegido
¥ no son independientes. En ¢l sistema SI, adoptado de manera casi universal para el
trabajo electromagnético, se clige la permeabilidad del espacio libre como

Ho = dn x 1077 {H/m), | (enel espacio libre) (1-9)

donde H/m representa henry por metro. Con los valores de ¢ y u, establecidos en las
ecuaciones {1-6) y (1-9), el valor de la permitividad del espacio libre sc obtiene de
las siguientes relaciones:

¢=—=—= (m/s), | (enelespacio libre) (1-10)
\ Eollo
0 sea
: 10°°
€ = = — X
¢ CZ,UQ 36n
=~ 8854 x 1012 (F/m) {en cl cspacio libre} (I-11)
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TaBLA 1-3 CONSTANTES UNIVERSALES EN UMNIDADES DEL Sl

Constantes universales Simbolo Valor " Unidad
Velocidad de la luz en el espacio libre c 3x 0% m/s
Permeabilidad del espacio libre Ho 4z x 1077 H/m
. 1
Permitividad del espacio libre € B 10°° F/m
i

donde F/m es la abreviatura de farad por metro. En la tabla 1-3 se resumen las tres cons-
tantes universales y sus valores.

Ahora que hemos definide las cantidades basicas y las constantes universales del
modelo electromagnético, podemos desarrollar los temas del electromagnetismo. Sin
ecmbargo, antes de hacerlo, debemos contar con las herramientas matematicas apro-
piadas. En cl capitulo que sigue analizaremos las reglas de operacion basicas del
algebra vy el calculo vectoriales.

RESUMEN

En este capitulo se sentaron las bases para nuestro estudio del electromagnctismo para
ingenieria. Adoptamos un enfoque deductive o axiomatico y construimas un mode-
lo electromagnético. Se definieron las cantidades fuente basicas (carga, densidad de
carga, densidad de corriente) y las cantidades de campo (E, D, B, H); sc especificé
el sistema de unidades (SI) y se indicaron las tres constantes universales del espacio
libre (4, ¢, €,). Con base cn este esquema podemos desarrollar los diversos temas pre-
sentando los postulados fundamentales en los capitulos sucesivos; lo haremos gradual-
mente, pero antes necesitamos estar familiarizados con las matemadticas que usaremos
para relacionar las distintas cantidades. Es indispensable un conocimiento sélido del
analisis vectorial y por ello se presenta en el capitule 2 el material necesario sobre
abgebra vectorial y cdlculo vectorial.

PREGUNTAS DE REPASO

P.1-1 ;Qué es el electromagnetismo?

P.1-2 Describa dos fenémenos o situaciones, aparte del teléfono mévil de la ligura 1-1, que
no puedan explicarse adecuadamente con la teoria de circuitos. '

P.1-3 ;Cudles son los tres pasos esenciales para claberar un modelo idealizado para el es-
tudio de un tema cientifico?

P.1-4 ;Cuéles son las cantidades fuente del modelo electromagnétice?
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P.1-5 ;Qué significa una funcidn puntual? ;La densidad de carga es una funcién puntal?
¢La corriente es una funcién puntual?

P.1-6 ;Cuales son las cuatre unidades SI fundamentales del electromagnetismo?

P.1-7 ;Cudles son las cuatro unidades de campo fundamentales del modelo clectromagné-
tico? ;Cudles son sus unidades?

P.1-8 ;Cuales son las tres constantes universales del modelo electromagnético v cuales son
sus relaciones?
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2-1 DESCRIPCION GENERAL Algunas de las cantidades de
nuestro modelo electromagnético (como la carga, la corriente y la energia) son esca-
lares; otras (como las intensidades de campos magnético y eléctrico) son vectores. Tanto
los escalares como los vectores pueden ser funciones del tiempo y de la posicién. En
un instante y posicion determinados, un escalar esta totalmente definido por su mag-
nitud (positiva o negativa, junto con su unidad). De esta manera podemos especifi-
car, por ejemplo, una carga de —1(uC) en cierta posicion en ¢ = 0. Por otra parte, la
especificacion de un vector en un instante y posicion especificos requiere una mag-
nitud y una direccién. ;Como se especifica la direccién de un vector? En el espacio
tridimensional se requieren tres nimeros, los cuales dependen del sistema de coorde-
nadas elegido.

Es importante sefialar que las leyes y los teoremas fisicos que relacionan diversas
cantidades escalares y vectoriales deben ser validos sin importar el sistema de coor-
denadas. Las expresiones generales de las leyes del electromagnetismo no requieren
la especificacion de un sistema de coordenadas. Se elige un sistema de coordenadas
especifico s6lo cuando hay que analizar un problema con una determinada geometria.
Por ejemplo, si vamos a determinar el campo magnético en el centro de una espira
de alambre que transporta corriente, es mas conveniente emplear coordenadas rectan-
gulares si la espira es rectangular o polares si la espira tiene forma circular. La relacién
electromagnética bésica que rige la solucién de este problema es la misma en ambas
geometrias.




Analisis vectorial

Puesto que muchas cantidades electromagnéticas son vectores, debemos ser ca-
paces de manejar (sumar, restar y multiplicar) estos vectores facilmente. Para expre-
sar resultados especificos en un espacio tridimensional es necesario elegir un sistema
de coordenadas apropiado. En este capitulo analizaremos los tres sistemas de coorde-
nadas ortogonales mas comunes: coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.
Veremos cOmo expresar un vector en sus componentes en estas coordenadas y como
efectuar transformaciones de un sistema de coordenadas a otro.

Gracias a ciertos operadores diferenciales, podemos expresar los postulados fun-
damentales y otras formulas del electromagnetismo de manera sucinta y general. Ana-
lizaremos la importancia de las operaciones de gradiente, divergencia y rotacional y
demostraremos los teoremas de la divergencia y de Stokes.

En este capitulo sobre andlisis vectorial se abarcan tres temas principales:

1.  Algebra vectorial: suma, resta y multiplicacién de vectores.

2. Sistemas de coordenadas ortogonales: coordenadas cartesianas, cilindricas y
esféricas.

3.  Calculo vectorial: diferenciacion e integracion de vectores; operaciones de
gradiente, divergencia y rotacional.

También demostraremos dos identidades nulas importantes que implican repetidas
aplicaciones de los operadores diferenciales.

13
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2-2 SUMA Y RESTA DE VECTORES

Peterminacion del
vector unitario a
partir de un vector

Marcas distintivas
de los vectores

Sabemos que un vector tiene una magnitud ¥ una direceién. Un vector A puede escribirse
como

A=a,4, (2-1)
donde A es la magnitud (y tiene la unidad y la dimension) de A:
A=Al (2-2}

que es un escalar. a, es un vector sin dimensiones con magnitud vnidad; especifica la
direccion de A. Podemos hallar a, a partir del vector A dividiéndolo por su magnitud.
A A

ty B (2-3)
El vector A puede representarse graficamente como un segmento de linea recta diri-
gida de longitud {A|= 4, con la punta de ia flecha apuntando en la direccion de a,
como se ilustra en la figura 2-1.

Dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud y la misma direccion,
aunque puedan estar desplazados en el espacio. Puesto que es dificil escribir a mano
letras en negritas, en la escritura es comun usar una flecha o una barra sobre una letra
(A 0 A) o una linea sinuosa debajo de la letra (A) para distinguir un vector de un
escalar, Una vez elegida esta marca distintiva, no debevd omitirse nunca cuando se’
escriban vectores.

Daos vectores A y B que no tengan la misma direccién y que no estén en direc-
ciones opuestas, como los de la figura 2-2(a), determinan un plano. Su suma es otro
vector C en el mismo plane. C = A + B puedc obtenerse graficamente de dos maneras:

1.  Por la regla de! paralelogramo: El vector € resultante es el vector diagonal del
paralclogramo formado por A y B dibujados desde el mismo punto, como se ilustra
en la figura 2-2(b).

FIGURA 2-1  Representacion grafica del vector A.

lay| =1
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B C X
B
C
B
A
{a) Dos vectores, Ay B. {b) Regla del paralelogramo. (c) Regla cabeza-cola, (d} Regla cola-cabeza,
A +B. B+ A

FIGURA 2-2 Sumade vectores, C=A+B=B+ A

B EJERCICIO 2.1

2.  Por laregla cabeza-cola: La cabeza de A se conecta con la cola de B. Su suma
C es el vector dibujado de Ia cola de A a la cabeza de B; los vectores A, By C
forman un triangulo, como se muestra ¢n la figura 2-2(c). En la figura 2-2(d) se
ilustra graficamente C=A + B=B + A.

La resta de vectores puede definirse en términos de la suma de vectores, de la
siguiente manera:

A—B=A+(—B), (2-4}

donde —B es ¢l negativo del vector B. Esto se ilustra en la figura 2-3.

NOTA: No tiene sentido sumar o restar un escalar a un vector ni sumar o restar un vector
a un escalar.

Tres vectores, A, B y C, dibujados en forma cabeza-cola, forman los tres jados de un tridn-
gulo. ;Cudntoes A + B + C? ;Cudntoes A + B - C7

RESPUESTA: 0, -2C.

FIGURA 2-3  Resta de vectores, D=A-B=A + {-B).

D

(a} Dos vectores, A y B. {b) Regla del paralelogramo. {c) Regla cabeza-cola.
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2-3 MULTIPLICACION DE VECTORES

La multiplicacién de un vector A por un escalar positivo & cambia la magnitud de A
por k veces sin modificar su direccion (k puede ser mayor o menor que 1).

kA = a,(kA). (2-5)

No es posible decir simplemente “la multiplicacion de un vector por otro” ni “el
producto de dos vectores”, ya que hay dos tipos muy diferentes de productos de dos
vectores. Estos son (1) el producto escalar o punto y (2) el producto vectorial o cruz.
Definiremos estes productos en las subsecciones siguientes.

2-3.1 PRODUCTO PUNTO O ESCALAR

Definicién del
producto punto o
escalar de dos
vectores

El producto escalar o punto de dos vectores A y B se denota A - B (“A punto B”). El
resultado del producto punto de dos vectores es un escalar igual al producto de las
magnitudes de A y B y el coseno del angulo entre éstos. De esta manera,

A'B £ ABcos0,y. (2-6)

El simbole & en la ecuacitn (2-6) significa “igual por definicidn™; 8,, ¢s ¢l angulo
mds pequefio entre A y B y es menor que 7 radianes (180°), como se ilustra en la
figura 2-4.

A partir de fa definicion de la ecuacion (2-6) podemos ver que el producto punte
de dos vectores: (1) es menor o igual que el producto de sus magnitudes; (2) puede ser
una cantidad positiva o negativa, dependiendo de si el 4ngulo entre eflos es menor o
mayor que 72 radianes (90°); (3) es igual al producto de la magnitud de un vector y
la proyeccion del otro vector sobre el primero; ¥ (4) es cero cuando los vectores son
perpendiculares entre si.

FIGURA 2-4  llustracién del producto punto de A ¥ B.

L
i

ETRT T #FTI een  m e  i
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El producto punto
88 conmutativa.

Detarminaclén de la
megnitud de un
vector

EJEMPLO 2-1

A partir de la ecnacién (2-6) podemos ver que
A°B=B"A. 27

Por consiguiente, el orden de les vectores en el producto punto no tiene importancia
(el producto punto es conmutative). Asi mismao,

AA= Al (2-8)

A=Al=*/A-A. (2-9)

[a ecuacidn (2-9) nos permite determinar la magnitud de un vecior cuando la expre-
sion del vector se presenta en cualgquier sistema de coordenadas. Basta formar el pro-
ducto punto del vector por si mismo (A - A} y obtener la raiz cuadrada positiva del
resultado escalar,

Use vectores para demostrar la ley de los cosenos de un triangulo.

SOLUCION

La ley de los cosenos s una relacion escalar que expresa la longitid de un lado de un
tridngulo en términos de las longitudes de los otros dos lados y el angulo entre ellos.
Para la figura 2-5, la ley de los cosenos establece que

C =./A* + B> - 2ABcosa. (2-10)
Demostramos lo anterior considerando los lados como vectores; c¢s decir,

C=A+B

FIGURA 2-5  llustracion del ejemplo 2-1.
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Para obtener la magnitud de C realizamos el producto punto de C por si mistno, como
en la ecuacion (2-8).
C?=C-C=(A+B)'(A+B)
=A-A+B-B+2A-B
= A% 4 B? + 24Bcos0,5.
Como 8, es, por definicion, el dngulo mds pequerio entre A y B e igual a (180° - o),
sabemos que cos 8,, = cos (180°- a) = —cos a. Por lo tanto,
C? =AY+ B? — 2ABcosu. (2-11)

Tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacidon (2-11) se obtiene la ley de
los cosenos de la ecuacion (2-10). Observe que en este problema no es necesario es-
pecificar ningin sistema de coordenadas.

2-3.2 PRODUCTC CRUZ O VECTORIAL

Dafiniclén del
producto cruz o
vectarial de dos

veciores

Otro tipo de multipticacién de vectores es el producte vectorial o cruz. Dados dos
vectores A y B, el producto ¢ruz, denotado A % B (“A cruz B”) es otro vector defi-
nido por

AxB&aABsend,, (2-12)

donde 8, es el dngulo mds pequefio entre los vectores Ay B (< @}y a, es un vec-
tor unitario normak (perpendicular) al plano que contiene A y B. La direccion de a,
sigue la del dedo pulgar de la mano derecha cuando los dedos giran de A a B siguiendo
el angulo 8,; (regla de la mano derecha). Esta regla se ilustra en la figura 2-6. En
esta figura podemos ver que B sen 6, es la altura del paralelogramo formado por los
vectores A y B. También se abserva que la cantida¢ 4B sen 8., que es no negativa

FIGURA 2-6 Productocruzde Ay B, A X B

F 3 F 3
Ax B Ax B

e P
L

A A

(a)AxB=a,ABsen 0, (b) Regia de la mano derecha.
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El producto
vectarlal no es
conmutative.

(positiva o cero), es numéricamente igual al drea del paralelogramo. Por lo tanto, el
producto cruz A X B produce otro vector cuya direcci6n a, se obtiene por la regla de
la mano derecha al girar de A a B, y cuya magnitud es igual al 4rea del paralelogramo
formado por A y B.

A partir de la definicién de la ecuacién (2-12) y con la regla de la mano dere-
cha, tenemos que

BxA=—AxB. (2-13)

Por lo tanto, el producto cruz no es conmutativo y la inversién del orden de los vec-
tores en el producto cruz cambia el signo del producto.

2-3.3 PRODUCTOS DE TRES VECTORES

Hay dos tipos de productos de tres vectores: (1) producto escalar triple y (2) producto
vectorial triple.

I.  Producto escaiar triple. Es el producto punto de un vector con el resultado del
producto cruz de otros dos vectores. Una forma tipica de este producto es

A-(BXC),

donde A, B y C son tres vectores arbitrarios, como se ilustra en la figura 2-7(a).

De acuerdo con la ecuacion (2-12), el producto cruz B x C tiene magnitud BC
sen e, igual al 4rea del paralelogramo sombreado que forman los lados By C.
La direccion de B x C es a,, un vector unitario normal perpendicular al plano
que contiene B y C, como puede observarse en la figura. El producto triple es
entonces

A-(BxC)={A'a,)BCsena. (2-14)

Area = |BXC| a'
{a)A+-(BXCQC) (b)B - (C x A).

FIGURA 2-7 Tlustracidn de productos escalares triples.

Area= |[Cx Al e R -7

[ o
S £ Altura = Beal,
PR

B
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EJEMPLO 2-2

En la ecuacion (2-14), (A - a,) es un escalar cuya magnitud es la proyeccion de
A en la direccion del vector unitario normal a_. Por lo tanto, (A * a,) es num¢-
ricamente igual a la altura del paralelepipedo formado por los vectores A, By
C, y el producto escalar triple es igual al volumen del paralelepipedo.

2. Producto vectorial triple. Es el producto cruz de un vector con cl resultado del
producto cruz de otros dos. Una forma tipica de este producto cs

AX{BxC)

Este caso es mas complicado ¥ aqui no presentaremos una derivacion general. Sin

embargo, es bastante ficil de desarrollar si se especifica un sistema de coorde-

nadas (véase el Prob, 2-9). Analizaremos su aplicacidn cuando sea necesario mas
" adelante.

Dados tres vectores, A, B vy C, demuestre la siguiente relacion de los praductos es-
calares triples:

A-(BxC)=B-(CxA)=C-(A xB). (2-15)

SOLUCION

Hemos visto gue el primer producto escalar triple A < (B x C), de acuerdo con la
ecuacion (2-14), es igual al volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores
A, By C. Veamos ahora el segundo producte escalar triple B - (C X A). A partir de
la figura 2-7(b) y la ecuacién (2-12), tenemos

B-(C x A) = (B-a,)CAsenf, (2-16)

donde a’y C4 sen j representan, respectivamente, la direccion y la magnitud del pro-
ducto ¢ruz C X A. Visualice ahora el paralelepipedo formade por los tres vectores A,
By C como si estuvicra sobre la basc sombreada con 4rea igual a [C X A] = C4 sen
. La altura del paralelepipedo es (B - a}). Por lo tanto, cl producto escalar triple de
la ecuacién (2-16) tiene magnitud igual al volumen del paralelepipedo, el cual es idéntico
al de la ecuacién {2-14). Entonces,

B-(CxA)=A-(Bx C). (2-17)
Se aplican argumentos similares al tercer producto escalar triple de la ecuacion (2-15),
C - (A X B), ya que las tres formas producen el volumen del paralelepipedo.

Cuipapo: Para las igualdades de la ecuacion (2-15) se requiere que el orden de los
vectores del producto escalar triple tenga tna permutacién ciclica. Esto significa que
debe mantenerse la secuencia {A, B, C}, {B, C, A} o {C, A, B} al obtener ¢l producto
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punto del primer vector con el resultado del producto cruz de los otros dos vectores.
B« (A x (), que no sigue fa secuencia ciclica, no es lo mismo que B+ (C X A) de la
ecuacion (2-16) (aunque si es igual a su valor negativo).

PREGUNTAS DE REPASO

P.2-1 ;En gué condiciones puede ser negativo el producto punte de dos vectores?

P.2-2 Escriba los resultados de A-By Ax Bsi(a)A| By (b) A LB.

P.2-3 ;Es lo mismo (A + BYC que A(B - C)7 Explique,

P.2-4 Dados dos vectores A ¥ B, jcomo calcula (a)} la componente de A en la direccion de
B y (b} la componente de B en la direccién de A?

P.2-5 ;A-B=A - C implica B = C? Explique.
P.2-6 ;A x B= A x C implica B = C7 Explique.

COMENTARIOS

1. Al escribir un vector, nunca omita la marca que lo distingue de un escalar.
No sume o reste un vector y un escalar, o viceversa.

La divisién por un vector no esta definida. No intente dividir una cantidad por un
vector,

4. Dos vectores son perpendiculares entre si si su producto punto es cero, y vice-
versa. (8 = m/2, cos 8=10. Ec. 2-6.)

5. Dos vectores son paralelos entre si si su producto cruz es cero, y viceversa.
{6=10,sen 8= 0. Ec. 2-10.)

3 B EJERCICIO 2,2 Compare los valores de los siguientes productos escalares Lriples de vectores:
@DAxC)-B, A (CxB), L)(AxB)-Cy (d) B-(a, x A).

B EJERCICIO 2.3 ;Cualces de las siguicntes expresiones ne tienen sentido?
(a) A x B/ B}, (b) C+D/{A x B), (c) AB/CD, (d) A x BAC - D),
(e) ABC, (i AxB xC,

2-4 SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES

Ya indicamos que, aunque las leyes del electromagnetismo son indcpcndicntés del
sistema de coordenadas, para la resolucion de problemas practicos se requiere que las
expresiones derivadas de estas leyes se expresen en un sistema de coordenadas apropia-
do para la geometria del problema. Por ejemplo, para determinar ¢l campo eléctrico en
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cierto punto del espacio es necesario que al menos describamos fa posicién de la fuente
y la situacién de este punto con respecto a un sistema de coordenadas. En un espacio
tridimensional, un punto puede localizarse como la interseccién de tres superficies.
Suponga que las tres familias de superficies se describen con u, = constante, u, =
constante y #, = constante, donde las z no tienen que ser todas longitudes y algunas
pueden ser ngulos. (En el conocido sistema de coordenadas cartesianas o rectangu-
lares, u,, u, y u, corresponden a x, y v z, respectivamente.) Cuando las tres superficies
son mutuamente perpendiculares se tiene un sistema de coordenadas ortogonales.
:L:‘:’d':::::s Existen muchos sistemas de coordenadas ortogonales, pero en este libro sélo nos
ortogonales interesan los tres mas Utiles y de uso mas comun:

1. Coordenadas cartesianas (o rectangulares).!
2. Coordenadas cilindricas.
3. Coordenadas esféricas.

Analizaremos cada uno de estos sistemas en las subsecciones signientes.

2-4.1 COORDENADAS CARTESIANAS

Un punto P(x,, ¥, z;) en coordenadas cartesianas es la interseccion de fres planos
especificados por x = x,, y = y, ¥ z = z,, como se ilustra en la figura 2-8. Tenemos

(v, uy, )= (x, y, 2).

Los tres vectores mutuamente perpendiculares, a_, a,y a, en direccion de las tres
coordenadas, se denominan vectores base. En el caso de un sistema de mano derecha
tenemos las siguientes propiedades ciclicas:

a, xa, =a, (2-18a)
a, xa =a, (2-18b)
a xa, =—a, (2-18¢)

Las siguientes relaciones se deducen directamente.

aca, =0 (2-19)

Il
-]
T
B
M
I

a,‘a, =a,;a, =a  a, =l (2-20)

T Preferimos usar el término “coordenadas cartesianas” porgue el término “coordenadas rectangulares” usuat-
mente se asocia con la geometria bidimensional. El adjetivo “cartesiano™ se emplea en honor del filésofo ¥
matematico francés Renatus Cartesius {forma latinizada de René Descartes, 1596-1650), quien inicié la geo-
metria analitica.
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plano y = b7
(b)

FIGURA 2-8  Coordenadas cartesianas. (a) Tres planos mutuamente perpendiculares. (b) La in-
terseccion de los tres planos de (a) define la posicién de un punto P,

El vector de posicién del punto e, yl,- z,) es el vector trazado desde el origen
O hasta P; sus componentes en las direcciones 4,, 8,y a, son, respectivamente, x,,
Y 2 1-7

a)’= a,x, + I,y; o a,z,. (2'21)

1 Al escribir vectores en este libro usaremos el convenio de escribir primero la direccién (de un vector unita-
rio) y luego la magnitud.
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Podemos escribir un vector A en coordenadas cartesianas con componentes 4., 4y
4., de la siguiente manera:

Vector A en A=a,A4, +tad, +aA,. (2-22)

coordenadas

cartesianas
La expresion de una longitud diferencial vectorial cs

Lengltud diferencial d¢ = a.dx +ady + a dz. (2-23)

vectorial en

coordenadas

corteslanas Un volumen diferencial es el producto de los cambios diferenciales en longitud en las

Diferencial de
volumean en
coordenadas
cartesianas

Producto escalar de
AyBen
coordenadas
carteslanas

Producta vectorial
de AyBen
coordenadas
cartasianas

tres direcciones de 1as coordenadas:

(2-24)

dv = dxdydz.

El producto punto de A en la ecuacién (2-22) y otro vector B= a 8, +
a_vBy + aB es

A'B=(a, A, +a,A,+aA)(a B, +aB +aB,)

0 sea
A-B=A4B +4,B,+A,B, (2-25)
con base en las ecuaciones (2-19) y (2-20).
El producto cruz de Ay B es
AxB=i(aAd, +a,A, +aA}x(aB, + ay.By +a,B)
= ax(Asz - Asz) + ay[Asz FH A_th] + az{A_\'By o AJ'BJ]‘
(2-26)

con base en las ecuaciones (2-28a, b y ¢). La ecuacitn (2-26) puede escribirse mds con-
venientemente en forma de determinante, para que sea mas facil memorizarla:

: (2-27)
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EJEMPLO 2-3

EJEMPLO 2-4

Dado un vector A = -a,+ a2 — a,2 en coordenadas cartesianas, encuentre
a) su magnitud 4 = |A|,
b) la expresion del vector unitario a, en la direccion de A, y

¢} el dangulo que forma A con ¢l eje z.

SOLUCION

a) Hallamos A usando las ecuaciones (2-8) y (2-9), teniendo en cuenta las
ecuaciones (2-19) y (2-20).

A‘A=(—-a,+a2—a2)(—a +a2 22
===+ (202} +{—24-2)
=1+4+4=9

Por lo tanto,

A=+JAA=+/9=13
b)  El vector unitario a, se obtiene con la ecuacién (2-3). Tenemos
A 1
5= E[max +a,2—1a2)

Ay =

] 2
- _'ax§ -+ a}.E— azg.

¢)  Para encontrar ¢l angulo 6, que forma A con el eje +z, obtenemos el producto
punto de A y el vector unitario a_. A partir de la ecuacién (2-6) tenemos

Ava, = Acosf,.
(—a,+a2—a2)-a =—2=3cosf..

de lo cual se obtiene
f, =cos™ (_ig) = 180° — 48.2° = 131.8°.

PREGUNTA: ;Por qué la respuesta no es —48.2° 0 228.2° (180° + 48.2°)?

Dado A=a5-a2+a yB=-a3+a4d, calcule
a) A'B,

) AxB,y

c) 45
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SOLUCION
a) A partir de la ecuacién (2-25) tenemos
A-B=(5{(—3)+ (—2)0) + (1)}4) = —11.
b) De la ecuacion (2-27) tenemos
a, a, a
AxB=| 5 -2 1 |=—a8—2a23—a,b
¢) Podemos encontrar &,,, ¢l 4ngulo entre los vectores A y B, con base en la de-
finicion de A - B de la ecuacién (2-6). Las magnitudes 4 de A y B de B son:
A=lAl= .|.\/52 +(=2F + 12 = +/30
b4
B=|Bl = +./(—3P +4* =5
De la ecuacion (2-6),
A'B -11
cosf g = —— = ——== —0402.
T AB 5. /30
Por lo tanto, _
8,5 = cos™ }(~0.402) = 180° — 66.3° = 113.7°. |
EJEMPLO 2-5
a) Escriba la expresion del vector que va desde el punto P (1, 3, 2) hasta el pun-
to P,(3, -2, 4) en coordenadas cartesianas.
b) Determine la longitud de la linea PP,
¢) Encuentre la distancia perpendicular desde el origen hasta esta linea.
SOLUCION
a) En la figura 2-9 podemos ver que

PP, =OP, - OP,
=(a,3—a2+a4)—( +a3+ a?)
=a,2 —a,5+a,2

T =
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24

P)3,-2,4)

FIGURA 2-9 Tustracién del ejemplo 2-5.

b) La longitud de la linea PP, es
_
PP, = PPy
= /22 + (5% + 22
=./33

¢) La distancia perpendicular (mas corta) desde el origen hasta la linea es

e . — P
|ON], que es igual a |OP;|sena = |[OP; x a;,p,|. Por lo tanto,
ey —_—
|0P, x P,P,|"

[P, Py
a3 —a2+ad) xia2-as+a2)

V33

16 2 —a,ll 381

= 1ax z a}, az | = = 3.40.

/B /5

NOTA: En este ejemplo se han omitide las unidades per cuestiones de sencillez.,

—y
[ON]| =

Dado un vector B=a2 — ay6 + a3, encuentre
B EJERCICIO 2.4 a) la magnitud de B,
b) la expresitn de a,,

¢) los dangulos que forma B con los ejes x, y y z.

RESPUESTA: (a) 7, (b) a, = 2,0.296 — a,0.857 + 2,0.429, (¢) 73.4°, 149.0°, 64.6°.
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m EJERCICIO 2.5

Dados dos puntos P/(1, 2, 0) y P,(-3, 4, 0} en coordenadas cartesianas con origen O,
calcule

Sy —
a)  lalongitud de la proyeccién de OF, sobre OP, , ¥y

b) el area del tridngule OF P,

RESPUESTA: (a) 2.236, (b) 5.

2-4.2 COORDENADAS CILINDRICAS

Coeficiente métrico

Longitud diferencial
vectorlal en
coordenadas
cllindricas

En coordenadas cilindricas, un punto P{r|, ¢,, z,) es la interseccién de una superficie
cilindrica circular » = #,, un semiplano con el eje z como arista y que forma un angulo
¢ = ¢, con el plano xy, y un plane paralelo al plano xy en z = z,. Tenemos

(uy, 1y, 13) = (r, 9, 2).

Como se ilustra en la figura 2-10, r es la distancia radial medida desde ¢l eje z, yel’

angulo ¢ se mide a partir del eje x positivo. El vector base a, es tangente a la super-
ficie cilindrica. Las direcciones de a, y a, cambian de acuerde con la posicion del punto
P. Las siguientes relaciones de mano derecha se aplicana a, a,y a:

a, x 8, =a, (2-28a) .
a, x 2, =4a,, (2-28b) |
a, X a, = a¢- (2'280} 't

Dos de las tres coordenadas, r v z (4, ¥ »,) son longitudes, pero ¢ (1.} es un 4n-

gulo, por lo que se requiere un coeficiente de multiplicacidn (un coeficiente métrico)
r para convertir un cambio diferencial de angulo d¢ en un cambio diferencial de longitud
Esto se ilustra en la figura 2-11.

Los coeficiente métricos para dr y dz son unitarios. Si denotamos los coeficientes
métricos en las tres direcciones de coordenadas a, a s ¥ a, con h,, h, ¥ h,, respectiva-

mente, tenemos que para las coordenadas cilindricas, /2, =1, i, = r, h; = |; éstos se

indican en la tabla 2-1. Los coeficientes métricos en coordenadas cartesianas en las tres

direcciones de coordenadas son unitarios (&, = h, = &, = 1), ya que las tres coordenadas
{x, v, z) son longitudes.

La expresion general para una longitud diferencial vectorial en coordenadas ci- !
lindricas es la suma vectorial de los cambios diferenciales en longitud en las tres di- }
recciones de coordenadas.

d¢ =a,dr + a,rd +a,dz. (2-29) &

B TR A P i T
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plano z = z, '

x semiplano ¢ = ¢,

(a)

by

semiplano ¢ = ¢,
(b)

FIGURA 2-10 Coordenadas cilindricas. (a) Superficie cilindrica circular, un semiplano con el

eje z como arista y un plano perpendicular al eje z. (b) La interseccion de la superficie cilindrica y
los dos planos de (a) especifica la situacién del punto P.

Un volumen diferencial es el producto de los cambios diferenciales en longitud en las
tres direcciones de coordenadas. En coordenadas cilindricas es

~ Diferencial de
~ volumen en

~ coordenadas dv =rdrdddz. (2-30)
cilindricas
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FIGURA 2-11 Elemento diferencial de volumen en coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas son importantes para problemas con corrientes o con largas
lineas de carga y en lugares donde existen contornos cilindricos o circulares.
Un vector en coordenadas cilindricas se escribe como

Vector A en A = ar.‘l, + 3¢A¢ + S,A;. : (2'31}
coorderadas
cilindricas

TaBLA 2-1 LOS TRES SISTEMAS BASICOS DE COORDENADAS ORTOGONALES

Coordenadas Coordenadas Coordenadas
cartesianas cilindricas esféricas
x5 2 - ey (R 6 ¢
a“l a, a, ag
Vectores base a, a, a, a,
a, a, a, l¢
hy 1 = 1
Coeficientes métricos h, 1 r R
hy 1 1 R sen @
Diferencial de volumen dv dx dy dz rdrdgdz R? sen 8 dR dﬂ-d@,-l
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Los vectores expresados en ¢oordenadas cilindricas pueden transformarse y expresarse
en coordenadas cartesianas, y viceversa. Suponga que queremos expresar A = a,4, +
awAﬁ + a4, en coordenadas cartesianas; es decir, queremos escribir A como ad
tad + a,A4, vy determinar 4, 4,y 4, En primer lugar, observamos que 4, la com-
ponente z de A, no cambia con la transformacion de coordenadas cilindricas a carte-
sianas. Para encontrar 4, igualamos los productos punto de ambas expresiones de A
con a,. Asi,
A, =A*a_

= A4, + A,a,"4,. (2-32)
El término que contiene 4, desaparece porque a_- a_= 0. Remitiéndonos a la figura
2-12, donde se muestran las posiciones relativas de los vectores base a,, a,a ya,en
el plano xy, vemos que

a8, =cos¢ (2-33)
y que

a,"a, = COS (;— + ¢) = —sen ¢. (2-34)

Al sustituir las ecuaciones (2-33) ¥ (2-34) en la ecuacién (2-32), obtenemos
A, = A,cos¢ — A,send. (2-35)

En forma similar, para hallar 4, tomamos los productos punto de ambas expre-
siones de A con a;
A,=A-a,
=Aa,-a,+ A,a,a,.

A partir de la figura 2-12 tenemos que

a,'a, = COs (g- - ¢>) =sen¢ (2-36)

FIGURA 2-12 Relaciones entre a,, a,a.ya,

a >y

I
|
Vel | 2
|
|
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Transformacion de
las compeonentes de
un vector de
coordenadas
¢itindricas a
coordenadas
cartesianas

Trangformaclon de
la situacién de un
punto en
coordenadas
cilindricas a
coordenadas
caHesianasa

EJEMPLO 2-6

a,-a, = coso.
De esto se desprende que

A, = Asend + Ay €05 .

Ln e

(2-37)

(2-38) -

Es conveniente escribir en forma de matriz las relaciones entre las componentes de un

veetor en coordenadas cartesianas y cilindricas:

A, cos¢d —sen¢ 0114,
A, | =|sen¢ cos ¢ 0]]|A4,]
A, 0 0 1{1A4,

(2-39)

A partir de la figura 2-12 podemos ver que las coordenadas de un punto en coorde- -
nadas cilindricas (r, ¢, z) pueden transformarse en las de coordenadas cartesianas (x,

¥, 2), de la siguicnte manera:

(2-40a)
(2-40b)

(2-40¢) -

Suponiendo que un campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas es

A =a(3cosd) —a,2r + 8,2,
a) ‘ ,Cudl es el campo en el punto P(4, 60", 5)?
b) Exprese el campo A, en Pen coordenadas cartesianas.

¢) Exprese la situacién del punto P en coordenadas cartesianas.

SOLUCION
a) Enelpunto P(r=4, ¢= 60°, z = 5), el campo es
Ap = a,(3cos60°) — a,(2x4)+ a5
=a,(3/2) — 2,8 + a,5.

b) Usando la ecuacién (2-39) tenemos

A, cos 60° —sen60® 01132
A= sen60” cos 60° O[l—8
4| |0 0 1l 5

b4
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B EJERCICIO 2.6

2 EJERCICIO 2.7

2 =32 o032 7.6%
=3 1B ol|—8| =|—270]
0 0 I 5 5

Por lo tanto,
Ap=4a,768 —a, 270+ a5

¢)  Usando las ecuaciones (2-40a, b ¥ ¢} podemos obtener las coordenadas cartesianas
del punto £ como (4 cos 60°, 4 sen 60°, 5} o (2, 243, 5).

—_—
Exprese el vector de posicién OQ desde ¢l origen O hasta el punto (3, 4, 5) en coorde-
nadas cilindricas.

RESPUESTA: a5 + a5.

Las coordenadas cilindricas de dos puntos P y P, son: P (4, 60°, 13y P,(3, 180°, —1). Determine
la distancia entre estos dos puntos.

RESPUESTA: f41.

2-4.3 COORDENADAS ESFERICAS

¥ a, 80N muy
diferantes.

Un punte P(R,, 8,, ¢,) en coerdenadas esféricas se especifica como la interseccidn de
las tres superficies siguientes: una superficie esférica centrada en el origen con radio
R = R;; un cono circular recte con su vértice en el origen, su eje coincidente con ¢l ¢je
+z y con un angulo mitad @ = 6,; y un semiplano con el eje z como arista y que forma
un angulo ¢ = ¢, con el plano xz. Tenemos

(ul’ Ui, u}) = (R! 91 Qb)

Las tres superficies intersecantes se ilustran en la figura 2-13. Observe que el vector
base a, en P es radial desde el origen y bastante diferente de a, en coordenadas ci-
lindricas, ya que este iitimo es perpendicular ol efe z. El vector base a,esta en cf plano
$= ¢, y es tangencial a la superficie esférica, mientras que el vector base a, es el mismo
que en las coordenadas cilindricas. Los vectores base se ilustran en la figura 2-11, En
un sistema de mane derecha tenemos

g X By = A, (2-41a}
a; X 4, = Ay, (2-41b)
a, X ag = 4, (2-41¢)

Las coordenadas esféricas son importantes en problemas que comprenden fuentes pun-
tuales y regiones con contornos esféricos. Cuando un observador estd muy lejos de una
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semiplano ¢ = ¢,
esfera R = R,

(a)

(b)

FIGURA 2-13 (a) Superficie esférica, un cono circular recto y un semiplano que contiene el eje -
z. (b) La interseccion de la esfera, el cono y el sgmiplano de (a) especifica el punto P. !
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FIGURA 2-14 Elemento diferencial de volumen en coordenadas esféricas.

Vector A en
coordenadas
esféricas

region fuente de extension finita, esta fuente puede considerarse aproximadamente como
un punto. Por lo tanto, podria elegirse como el origen de un sistema de coordenadas
esféricas para que se puedan efectuar aproximaciones apropiadas que simplifiquen el
problema. Es por esto que se usan coordenadas esféricas para resolver problemas de
antenas en el campo lejano.

Un vector en coordenadas esféricas se escribe como

A =agdg + a4, +a,A,. (2-42)

En coordenadas esféricas s6lo R es una longitud. Las otras dos coordenadas, 6
y ¢, son angulos. Remitiéndonos a la figura 2-14, donde se muestra un elemento de
volumen diferencial tipico, vemos que se requieren los coeficientes métricos h=Ry
hy = R sen 6 para convertir dfy d¢, respectivamente, en longitudes diferenciales (R)
d@y (R sen 6)d¢. La expresion general para una longitud diferencial vectorial es

Longitud diferencial

vectorial en
coordenadas
esféricas

df =agdR + a,Rd0 + a,Rsen0d¢. : (2-43)
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Un volumen diferencial es el producto de los cambios diferenciales en longitud en las
tres direcciones de coordenadas:

Diferencial de dv = R*sen 0dR d0d¢. (2-44)

volumen en .

conrdenadas b i

esféricas En la tabla 2-1 se presentan los vectores base, los coeficientes métricos y las
expresiones para un volumen diferencial en los tres sistemas basicos de coordena-
das ortogonales.

En la figura 2-15 se muestra ia interrelacion de las variables espaciales (x, v z},

(r. ¢, 2} y (R, 8, ¢} que especifican la situacién de un punto P. Las ecnaciones siguientes
transforman {as variables de coordenadas expresadas en coordenadas esféricas en
¢oordenadas cartesianas.

Transformacién de x = Rsenflcos ¢, (2-45a)

la situacitn de un

punto en ¥ = Rsenflseng, (2-45b)

coordenadas

estéricas a z = Reos. (2-45¢)

coordenadas

cartesianas

m EJERCICIO 2.8 Transforme las coordenadas cartesianas {4, —6, 12) en coordenadas esféricas.

RESPUESTA: {14, 317, 303.7°).

FIGURA 2-15 Tlustracion de la interrclacion de tas variables espaciales (x, v, z), (v, 2) ¥

(R.9.0).

Z=Rcos @

TR T Ve T g

e

1R T T # e
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EJEMPLO 2-7

EJEMPLO 2-8

Exprese el vectar unitario a, en coordenadas esféricas.

‘SOLUCION

En primer lugar, no debemos caer en la tentacion de usar la ccuacion (2-45¢) para
escribir a_ como a, R cos €0 a, cos 6, ya que serfan incorrectas la dircceidn (a, # a,)
¥ la magnitud (1 # R cos 8 o cos @ para toda 8). Como los vectores base de las coor-
denadas esféricas son a,, a,y a,, encontremos las componentes de a_ en estas direc-
ciones. A partir de las figuras 2-13 y 2-14 tencmos

a2 = cos ), (2-464)
a,"a, = —senf, (2-46b)
a,a, =0 (2-46c)

Por consiguiente,

a, =a,c088 — agsend. (2-47)

Suponiendo que una nube de electrones confinada en una region entre dos csferas con
radios de 2 y 5 (cm) tiene una densidad de carga de

—3x10 ® ..
— g cos? o (C/m?),

encuentre la carga total contenida en la regidn.

SOLUCION
Tenemos
3x 1078
&, = — T_-Cosz ¢|

szpudv-

L.as condiciones especificadas para el problema apuntan de manera obvia al uso de
coordenadas esféricas. Utilizando la expresidn de dv de la ecuacion (2-44) efectuamos
una integracién triple:

2z 'r 0O.D5
Q=I fJ‘ o,R*senfdR dfde.
1] Qo J0.02



a8 CAI’]:T_ULO 2 ANALISIS VECTORIAL

Aqui hay dos cuestiones importantes. En primer lugar, come p, se expresa en unida-
des de coulombs por metro cibico, los limites de la integracidon de R deben conver-

tirse a metros. Segundo, el intervalo de integracion de @ es de 0 a # radiancs, no de
0 a 27 radianes. Si pensamos en esto un peco nes convenceremos de que un semicirculo
{no un circulo completo) girade 27 radiancs (¢ de 0 a 2x) sobre ¢l eje z genera una

esfera. Tenemos

Q

l

In ' (0,05 |
-3Ix 1078 —5cos® psen8dR d0 d¢
.02 R

1
-3 x 10- J J‘ (—*6—()—5-+m)sen9d9cos P de

cos® ¢ dop

—09 x 10~ J‘ (— cosﬂ}
o

n
_18 x 10-6(9 +Se"2¢’) =181  (xO)

2 4 0

B EJERCICIO 2.9 Ohbtenga la tormula de la superficie de una esfera con radie R, integrando el drea superfi-
cial diferencial en coordenadas esféricas.

RESPUESTA: 47R2.

PREGUNTAS DE REPASO

P.2-7 Explique qué es lo que hace que un sistema de coordenadas sea (a} ortogonal, (b} de
mano derecha.

P.2-8 ;Qué son los coeficientes métricos?

P.2-9 Escriba d€ y dv (a) en coordenadas cartesianas, {b) en coordenadas cilindricas ¥ (c)
en coordenadas esféricas.

P.2-10 Dados dos puntos P {1, 2, 3} y P,(—1, 0, 2) en coordenadas cartesianas, cscriba las
expresiones de los vectores P P, y PP

P.2-11 ;Cuéles son las expresiones de A * B y A x B en coordenadas cartesianas?

COMENTARIOS
1. Hay que usar coeficientes métricos apropiados al convertir cambios de dngulo a
cambios de longitud.
2. No confunda la distancia cilindrica, ¥, medida a partir del eje z, con la distancia
csférica, R, medida desde el origen.
3. Los productos cruz de los vectores base de cada sistema de coordenadas sigueh

la regla de la mano derecha en orden ciclico.
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2-5 GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR

En el electromagnetismo es comun tratar con cantidades que dependen tanto del tiempo
como de la posicion. Puesto que las tres variables de coordenadas tienen lugar en un
espacio tridimensional, es de esperar encontrarse campos escalares y vectoriales que
sean funciones de cuatro variables (4, u,, u,, 4,). En términos generales, los campos pue-
den cambiar al variar una cualquiera de las cuatro variables. Veremos ahora el método
para describir la razén de cambio espacial de un campo escalar en un instante deter-
minado. Es necesario usar derivadas parciales con respecto a las tres variables de
coordenadas espaciales y, puesto que la razon de cambio puede ser diferente depen-
diendo de la direccion, se requiere también un vector para definir la razon de cambio
espaciall de un campo escalar en un punto y en un instante determinados.
Consideremos una funcion escalar de coordenadas espaciales V(u,, u,, u,), que
puede representar, por ejemplo, la distribucion de temperatura en un edificio, la altitud
de un terreno montafioso o el potencial eléctrico en una regién. La magnitud de V
depende en general de la posicion del punto en el espacio, pero puede ser constan-
te sobre ciertas lineas o superficies. En la figura 2-16 se muestran dos superficies en
las cuales la magnitud de ¥ es constante y tiene los valores V| y V| + dV, respecti-
vamente, donde ¥ indica un cambio pequefio en V. Debemos sefialar que las superficies
de V constante no tienen por qué coincidir con cualquiera otra de las superficies que
define el sistema de coordenadas. El punto P, esta en la superficie V|; P, es el punto
correspondiente sobre la superficie V| + dV determinado por el vector normal dn; y
P, es un punto cercano a P, determinado por otro vector d€ # dn. Para ei mismo
cambio d¥ en V, la razén de cambio espacial, de_’dé’, es obviamente mas grande a lo

FIGURA 2-16 Relativo al gradiente de un escalar.
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El gradiente de un
campo escalar:
definicion fisica

El gradiente de un
campo escalar:
definicion
matematica

Razén de
incremento espacial
de V en funcién de
v

largo de dn porque dn es la distancia mas corta entre las dos superficies.” Puesto que
la magnitud de dV/d€ depende de la direccion de d¥, dV/d¢€ es una derivada direc-
cional. Definimos el vector que representa la magnitud y la direccion de la razén
de incremento espacial mdximo de un escalar como el gradiente de dicho escalar.
Escribimos entonces

dv
S i =
gradV £ a, o (2-48)

Por cuestiones de brevedad, es costumbre emplear el operador del, representado por
el simbolo V,* y escribir V¥ en lugar de grad V. De esta manera,

dv
vV Aa,—. (2-49)
dn

Hemos supuesto que dV es positivo (un incremento en V); si dV fuera negativo (una
disminucién en ¥ de P, a P,), VV seria negativo en la direccion a,.
La derivada direccional a lo largo de df es

ﬂ’_ dVdn dV

a “andt " an %"
v (2-50)
= ‘-i—-a,,'a( =(VV)-a,.
dn

La ecuacion (2-50) establece que la razén de incremento espacial de ¥ en la direccion
a, es igual a la proyeccion (la componente) del gradiente de ¥ en esa direccion. También
podemos escribir la ecuacion (2-50) como

dv = (VV)-d¢, (2-51)

donde d€ = a, df. Ahora, dV en la ecuacién (2-51) es el diferencial total de V' como
resultado de un cambio en posicion (de P, a P; en la figura 2-16) y puede expresar-
se como

av oV v
52K AMPTIR GY >
dVa o7 o fas s x e (2-52)

donde d¥€,, d¢, y d€, son las componentes del desplazamiento diferencial vectorial d€
en un sistema de coordenadas determinado. En el caso de coordenadas cartesianas,

* En un tratamiento més formal se usarian los cambios AV y Af, y la razon AV/A€ se convertiria en la derivada
dV/id¢ conforme A€ se aproxime a cero. Evitaremos esta formalidad en favor de la sencillez.
+ ¥V también se conoce como operador nabla.
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TV en coordenadas
carfesianas

EJEMPLO 2-9
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(u), uy, w3} = (x, 3, 2) y d€, d€, y d€, son, respectivamente, dx, dv y dz (véase la Ec.
2-23). Podemos cscribir ¢V en la ecuacion (2-52) como el producto punto de dos vec-
tores, de la siguiente manera:

av av av
dV = (axa{ + ayd_y + a,b;) (#,dx + a,dy + a_dz)

_ av % av & av .de (2-53)
S\ T dy 2, '
Al comparar la ecuacién (2-53) con la ecuacién (2-51) tenemos
av av eV
VV—a,E+aya—y+a,E, (2-54)
0 sea
é d i
— =y — —_ V: =
vV (a,c F +a, ay + a, az) {2-55)

Con base en la ecuacion (2-55), es conveniente considerar V en coordenadas cartesianas
como un operador diferencial vectorial,

V=a ra+a a+ai 2-56
T dx Yay oz’ (2-56)

En coordenadas ortogonales generales (u,, #,, #,) con coeficientes métricos (h,, h,, &),
podemos definir V como

V=|a 0 + a 9 +a _6_) 2-57
I T YR W 4 (2-57)

Las expresiones de ¥V} en coordenadas cilindricas y esféricas se presentan en el Apén-
dice C.

La intensidad de campo electrostdtico E puede derivarse como el gradiente negati-
vo de un potencial eléctrico escalar V; es decir, E = -V V. Determine E en el punto

(1,1, 0y si
ay V= Voe“sen}Z—y‘

by V =E;Rcosf.
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SOLUCION

4)

b)

Usamos la ecuacion (2-54) para evaluar E = V¥ en coordenadas cartesianas.

d ¢ d Ty
E=—la,— +a,— +a,— |Ve “sen —
[ ax  Tay ﬁz] ° 4

ny T my g

= (a,senT = aj.zcos—‘r) Voe "

Par 1o tanto, E(1, 1, 0) ( an) Yo a-E
r 1o tanto, o =ta, —a, — —= = dg L,
4 \/2

donde

1 n?
E—-_—VG §1+T6'.

: 1 + (r2/16) 4

Aqui, ¥ aparcce como funcién de la coordenada csférica 8. En el caso de coor-
denadas esféricas tenemos (i, u,, #;) = (R, 6, o)y (hy, hy, ) =11, R, R sen 0);
véase 1a tabla 2-1. Tenemos entonces, a partir de la ecuacion (2-37),

d é d
1 —v = — e _— —_—
E v [aR(’}R+a"R88+8"Rscn96¢>}E°RCDSG

= —(agcos 8 — agsenf)E,.

Con base en 1a ecuacion {2-47), la ecuacién anterior se convierte de manera muy
sencilla en E = —a_E, en coordenadas cartesianas. Esto ticne sentido, ya que un
examen cuidadoso de ¥ revela que E R cos 8 es, de hecho, igual a Egz. En co-
ordenadas cartesianas,

i

3 i
E=-VV= *ﬂzH—Z(Eoz] = —a E,

T

m EJERCICIO 2.10 Suponiendo ¥ = xy — 2yz, encuentre, en ¢l punto P(2, 3, 63,

a}
b)

la direceion y 1a magnitud del méximo incremento de V., ¥

la razén espacial de disminucién de Ven la direccion hacia el origen.

RESPUESTA: () a3 — 2,10 - 2,6, (b) —60/7.
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2-6 DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

En la seccion previa consideramos las derivadas espaciales de un campo escalar, de
lo cual obtuvimos la definicion del gradiente. Pasamos ahora a las derivadas espaciales
de un campo vectorial, de lo cual surgirdn las definiciones de la divergencia y de!
rotacional de un vector. Analizaremos el significado de la divergencia en esta seccidn
y ¢l del rotacional en la seccion 2-8. Ambos conceptos son muy importantes en el estudio
del electromagnetismo.

En el estudio de campos vectoriales es conveniente representar graficamente las
variaciones de los campos mediante lineas de campo dirigidas, llamadas lineas de flujo.
Son lincas o curvas dirigidas que indican en cada punto la direccion del campo vec-
torial, como se ilustra en la figura 2-17. La magnitud del campo en un punto se repre-
senta o bien con la densidad o bien con la longitud de las lineas dirigidas en la vecindad
del punto. En la figura 2-17(a} se muestra que el campo en la region 4 es mas fuerte
que en la regidn B, ya que hay mayor densidad de lineas dirigidas de igual longitud
cn la regidn A. En la figura 2-17(b), la reduccion en la longitud de las flechas al alejarse
del punto ¢ indica un campo radial que es mds fuerte en [a regién cercana a ¢. En la
figura 2-17(c) se ilustra un campo uniforme.

La fuerza del campo vectorial de la figura 2-17(a) se mide con el numero de li-
neas de flujo que pasan por una superficie unidad normal al vector. El flujo de un
campo vectorial €s andlogo al flujo de un fluido incompresible, come el agua. En el
caso de un volumen con una superficie cerrada, habra un exceso de flujo que sale o
entra por la superficie si el volumen contienc una fuente o un sumidero, respectiva-
mente. Es decir, una divergencia neta positiva indica la presencia de una fuente de
fluido en el interior del volumen, mientras que una divergencia neta negativa indica

(a)

FIGURA 2-17 Lineas de flujo de campos vectoriales,

i
|
|

* P
g = B / e
J— \/n — . & - -
Fii - — —— e —— B # - > —»
A

~. e

X l %
+
(

) (c)
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La divergencla de
un campo vectaorial
A: definicidn tisica

La divergencia de
un campo vectorial
A; definicion
mateméatica

la presencia de un sumidero. El flujo de salida neto del fluido por unidad de volu-
men es entonces una medida de la fuerza de la fuente encerrada. En el campe uni-
forme ilustrado en la figura 2-17(c) hay cantidades iguales de flujo de entrada vy salida
que pasan por cualquier voelumen cerrado que no contiene fuentes ni sumideros, pro-
duciendo una divergencia nula.

Definimos la divergencia de un campo vectorial A en un punto, abreviada div
A, como el flujo neto de salida de A por unidad de volumen conforme el volumen al-
rededor del punto tiende a cero.

(ﬁ A-ds
divA & lim < . (2-58)

av—n Av

El numerador en la ecuacidn {2-58) es una integral de superficie. En realidad se tra-
ta dc una integral doble en dos dimensiones, pero se escribe con ¢l signo de una in-
tegral sencilla por cuestiones de sencillez. El cireule pequefio en el signo de la integral
indica que la integral debe aplicarse a foda la superficie S gue encierra un volumen.
En el integrando, el elemento diferencial de superficic vectorial, ds = a,ds, tiene una
magnitud &s y una direccidn indicada por el vector nnitario normal a, que apunta hacia
fuera del volumen encerrado. La integral de superficie encerrada representa el flujo de
salida neto del campo vectorial A. La ecuacidn (2-58) es la definicion general de div -
A, una cantidad escalar cuya magnitud puede variar de un punto a otro al variar A
Esta definicion es valida para cualquier sistema de coordenadas; por supuesto, la ex-
presién de div A, como la de A, dependera de la ¢leccion del sistema de coordenadas,
Derivarcmos ahora la expresion de div A en coordenadas cartesianas.

Considere un volumen diferencial con lados Ax, Ay y Az centrado alrededor de
un punto P{x,, e z,) en el campo de un vector A, come s¢ ilustra on la figura 2-18.
En coordenadas cartesianas, A = a,4, + a 4, + a4,  Queremos encontrar div A en el
punto (x,, ¥, 2,). Dade que el volumen diferencial tiene seis caras, la superficie integral
del numerador de la ccuacion (2-58) puede descomponerse en seis partes:

§ A-ds = [J~ cara JLara J;aru J;arn .[ura JL&{& :| A-ds. (2'59]
anterior postenior derccha iznuierdi |} supecrior inferior

En la cara anterior,

cara . : 1
AntafisE anterior anteriar ALETin

J~ Az d!i = Acarﬂ ‘ Ascan. = Acam ) ax(Ay Az)

(2-60)
o Ax(XU + Az“'{s Yoo ZD) Ay Az
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P (xg‘ Yoo ZD)

FIGURA 2-18 Volumen diferencial en coordenadas cartesianas.

La cantidad A4 (x, + (Ax/2), y,, z,) puede desarrollarse en serie de Taylor alrededor de
su valor en (x,, vy, Z,), de la siguiente manera:
Ax 0A,

Ax e i
Ax| X0 + 55 Yor 20 | = Ax(Xo, Yor 2o) +
( ° 2 i 0) x( o ¥r Zo) 20 (x0. ¥o. Z0)

(2-61)
+ términos de grado superior,

donde los términos de grado superior (T.G.S.) contienen los factores (Ax/2)?, (Ax/2)3,

etcétera. De forma similar, para la cara posterior,

J;m Ards=A,, As, =A_ *(—a,AyAz)

. ’ cara
posterior posterior  posterior posterior

A
o _Ax(x(] Tt Txt Yo, z(]) AyAZ. (2'62)

El desarrollo en serie de Taylor de Ax(xu - %, Ji Zo) es

Ax A,
2 dx

+. T.G:S;

(x0. ¥o. z0)

Ax
Ax(xo ol 7! Yo, ZU) H Ax(xO! Yo, ZO) LY

(2-63)

Sustituyendo la ecuacion (2-61) en la ecuacion (2-60) y la ecuacion (2-63) en la ecuacion
(2-62), para luego sumar las contribuciones, tenemos

[J‘cara +J;m ]Ads=(64x 3 TGS)
anterior posterior. ox

En este caso se ha eliminado por factorizacion una Ax de los términos de grado superior
de las ecuaciones (2-61) y (2-63), pero todos los términos de grado superior de la ecua-
cion (2-64) aun contienen potencias de Ax.

Ax Ay Az. (2-64)

(xo. yo, z0)
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V-Aen
coordenadas
cartesianag

¥V - A en un sistema
general de
coordenadas
ortogonales

Seguimos ¢l mismo procedimiento para las caras derecha e izquierda, donde los
cambios en coordenadas son +Ay/2 y —-Ay/2, respectivamente, ¥ As = AxAz; de esta
manera tenemos

84
[J‘cam +J::ara ]Ads = ( >+ T.G.S. )
derecha  Jizquierda 5_})

En este caso los términos de grado superior contienen los factores Ay, (Ay)?, etcéte-

Ax Ay Az (2-65)

{xo. ¥o. z0)

ra. Para las caras superior e inferior tenemos

0A,
e fo (s vos)
:::;aerim ic:tl-:rior oz

donde les términos de grado superior contienen los factores Az, (Az)?, etcétera. Des-
pués combinamos los resultados de las ecuaciones (2-64), (2-65) y {2-66) en la ecuacion

Ax Ay AZ, (2-66)

(xg. yo. 2o}

(2-59) para obtener

Ads= aA‘+aA’+%)
5 F= ax dy 6z

+ términos de grado superior en Ax, Ay y Az.

Ax A_V Az {2-67)

(Xo. yo, 20)

Puesto que Av = AxAyAz, la sustitucidn de la ecuacién (2-67) en la ecuacion (2-58)
produce la expresion de div A en coordenadas cartesianas:

0A; 34, 34,

Sl L el

(2-68)

Los térrninos de grado superior desaparecen conforme el volumen diferencial AxAyAz
se aproxima a cero. El valor de div A generalmente depende de la posicion del pun-
to donde se calcula. En la ccuacién (2-68) eliminamos la notacion {(x,, ¥, 74) porque
se aplica a cualquier punto donde estan definidos A y sus derivadas parciales.

Con el operador diferencial vectorial del, V, definido por la ecuacion (2-56},
podemos escribir de otra manera la ccuacion (2-68) como V - A (léase “del punto A”),
es decir,

V-A = divA. (2-69)

En un sistema general de coordenadas ortogonales (x,, u;, u,j, la ecuacion (2-58) nos
lleva a

¢ d d
Y"A= —(hzhaAl}+:_(h1h3A2)+T{““(hlh2A3] 5
du, Gu, Otiy

(2-70)
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EJEMPLO 2-10

La expresién de V - A en coordenadas cilindricas y esféricas se presenta en el Apén-
dice C.

¥:Aen
coordenadas
asféricas

# EiErCiciO 2.11

Calcule la divergencia del vector de posicidn de un punto arbitrario.

SOLUCION

Calcularemos la solucién en coordenadas cartesianas y esféricas.

a) Coordenadas cartesianas. La expresion de! vector de posicion de un punto ar-
bitrario (x, y, z) es
OP=A=ax+tay+a.z @2-71)
Si usamos la ecuacién (2-68) tenemos

— dx dy 0z
OP) =V ' A=—+— 4+ —=
v{(oP) A 6x+€1y dz

b) Coordenadas esféricas. En este caso, el vector de posicion es simplemente
0P = A = a,R. @-72)

Su divergencia en coordenadas esféricas (R, 8, ¢) puede obtenerse usando la
ecuacion (2-70) y la tabla 2-1, de la siguiente manera;

1

V-A ¢ (R2A,) + et
T RTER &

Reend 3 @73

&
Roond %(A,,sen{)) +

' —
Sustituyendo la ecuacién (2-72) en la ecuacién (2-73) también obtenemos V « (OF)
= 3, como se esperaba.

Resuelva el ejemplo 2-10 en coordenadas cilindricas.

EIEMPLO 2-11

La densidad de flujo magnético B alrededor de un alambre muy largo que transporta
una corriente es circunferencial e inversamente proporcional a la distancia al eje del
alambre. Calcule V - B.
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SOLUCION

Sea el alambre largo coincidente con el ¢je z en un sistema de coordenadas cilindri-
cas. El problema establece que

B=a,—.
¢l‘

donde # es una constante. La divergencia de un campo vectorial ¢n coordenadas cilin-
dricas (r, ¢, z} puede determinarse con la ecuacién (2-70) y la tabla 2-1.

V- Aen
coordenadas
cilindricas

Campa solenoidal

16B, 0B,
VR o O R e

ror rogp | oz (2-74)

Ahora B,=k/ry B,= B,= 0, [.a ecuacion (2-74) nos indica quc
V-B=0.
En este caso tenemos un vector gue no es constante pero cuya divergencia es cero.

Un campo cuya divergencia es nula se denomina campo solenoidal. En el capitulo 5
veremos que el campo magnético es solenoeidal.

2-7 TEOREMA DE LA DIVERGENGIA

Teorema de la
divergencia

En la seccion anterior definimos la divergencia de un campo vectorial como el flujo
de salida neto por unidad de volumen. Podriamos esperar de manera intuitiva que /a
integral de volumen de la divergencia de un campo vectorial es igual al flujo de salida
total del vector a través de la superficie que limita el volumen; es decir,

J. V'Adv-=§A'ds. (2-75)
v s

Esta identidad, que demostraremos en el parrafo sigoiente, se conece coma feorema
de la divergencia.’ Se aplica a cualquier volumen ¥ limitado por una supcrficie S. La
direccion de ds es sictpre [a de la rormal hacia el exterior, perpendicular a la superficie
ds y dirigida hacia fuera del volumen.

En el caso de un elemento de volumen diferencial muy pequefio Av,, limitado por
una superficie s, la definicion de ¥ - A en la ecuacidn (2-58) da directamente

(V-A)Ap, = § A-ds. (2-76)

5

T También sc conoce como feorema de Guuss.
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FIGURA 2-19 Volumen subdividido para la demostracion del teorema de la divergencia.

En el caso de un volumen arbitrario ¥, podemos subdividirlo en muchos, digamos N,
volimenes diferenciales pequefios, de los cuales Av; es tipico. Este procedimiento se
ilustra en la figura 2-19. Combinemos ahora las contribuciones de estos volimenes di-
- ferenciales en ambos lados de la ecuacion (2-76), para obtener

N N
lim [ (V- A)jAuj:I = lim |: ¥ Ef; A-ds]. (2-77)
Avj=0 L j=1 Auy=0| j=1 sy y
El lado izquierdo de la ecuacion (2-77) es, por definicion, la integral de volumen de
V-A:
N e
lim [Z (V-A)jAuj:I =J. (V:A)dv (2-78)
av;=0 | j=1 v :

Las integrales de superficie en el lado derecho de la ecuacion (2-77) se suman para to-
das las caras de los elementos de volumen diferencial. Sin embargo, las contribuciones
de las superficies internas de elementos adyacentes se cancelan, ya que en una superfi- -
cie interna comun las normales de salida de los elementos adyacentes apuntan en di-
recciones opuestas. Por lo tanto, la contribucion neta del lado derecho de la ecuacion (2-77)
se debe tnicamente a la superficie exterior S que encierra el volumen V; es decir,

N
lim Ads|=Q A-ds. L
ARte [J; §u s] £ : (&

Sustituyendo las ecuaciones (2-78) y (2-79) en la ecuacion (2-77) se obtiene el teorema
de divergencia de la ecuacion (2-75). :

El teorema de la divergencia es una identidad importante en el analisis vectorial.
Convierte una integral de volumen de la divergencia de un vector en una integral de
superficie cerrada del vector, y viceversa. La usamos con frecuencia para establecer
otros teoremas y relaciones en el electromagnetismo. Queremos destacar que, aungue
por cuestiones de sencillez se usa un signo de integral simple en ambos lados de la
ecuacion (2-75), las integrales de volumen y superficie representan en realidad inte-
graciones triple y doble, respectivamente.
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50
EJEMPLO  2-12
Dado A = a,x2 +a xy + a,yz, verifique el teorema de divergencia para un cubo de lado
unidad. El cubo estd situado cn el primer octante del sistema de coordenadas cartesianas,
con un vértice en el origen.
SOLUCION
Remitase a la figura 2-20. Primero se calcula la integral de superficie cn las seis ca-
ras del cubo.
1. Caraanterior: x = 1, ds = a_dy dz;
1 ]
J‘“‘“’ A-ds = I J dydz = 1.
anterior 0 Jjo
3.  Cara posterior: x =0, ds = —a, dy dz;
--«:-—.____..-_“m.m-‘| J‘cara A = dS - 0

BIBLIOTECA

posterior

3.  Caraizquierda: y =10, ds = —a, dx dz;

J A-ds=0.

1zquierda

4. Caraderccha: y =1, ds = a_ dx dz,

1 1
j aeds= [ [ sanaras
derecha o Jo

5. Cara superior; z =1, ds = 2, dx dy;

1 H
I A-ds = j J. ydxdy = 3.
superion o Jjo

6. Cara inferior; z =10, ds = —a_dx dy;

j Ards =0
card
inferior

FIGURA 2-20 Cubo unidad (ejemplo 2-12).
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ElEMPLO 2-13

Al sumar los seis valores anteriores tenemos

%A'ds=l+0+0+-}+%+0=2. (2-80)
]
La divergencia de A es entonces
é , 5 ¢ i
o i — = 3x + y.
VA ax(x)+ay{xy)+az{y2) x+y

Por lo tanto,

1 1 1
J V-Adu=j J‘ f (3x + y)dxdydz = 2, (2-81)
v o Jo Jo ’

lo que es igual al resultado de la integral de superficie cerrada de la ccuacion (2-80).
Par consiguiente, el teorema de la divergencia ha sido verificado.

Dado F = azkR, determine si el teorema de la divergencia es vilido para la capa en-
cerrada por las superficies esféricas en R = R, y R = Ry(R, > R), con centro en el origen,
como se ilustra en la figura 2-21.

SOLUCION

En este ejemplo, la region especificada tiene dos superficies, en R= R, vy R = R,.
En la superficie exterior: R = R,, d8 = a, R sen 8 d8 d¢,

in ('x
J;L,Pe,ﬁc-,eF'ds = f .[ {(kR;)R3senfd6d¢ = 4nkR3.

i o Jo

FIGURA 2-21 Regién de una capa esférica (ejemplo 2-13).
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En la superficie interior: R = R, ds = —a, R{ sen 846 d¢:

2n [(x
fsupcmcieF-ds = —J‘ J‘ (kR,)R%sen8d0de = —4nkR3.

interior L] 1}
En realidad, puesto que en ambos casos el integrando es independicnte de 80 ¢, la
integral de una constante en una superficie esférica es simplemente la constante mul-
tiplicada por el 4rea de la superficie (47 R? para la superficie externa y 47 R} para la
superficie interna), ¥ no se requiere fa integracion. Al sumar los dos resultados ob-
tenemos

<§ F-ds = 4nk(R3 — R}). (2-82)
5

Para encontrar la integral de volumen, primero determinamos V - F para una F

que s6lo tenga una componente Fj. A partir de la ecuacidn (2-73) tenemos
10 b9 |
=——(R*¥Fp) =523
R2 ok P = RigR

Puesto que V - F es una constante, su integral de volumen es igual al producto de la
constante por el volumen. El volumen de la capa entre las dos superficies esféricas con
radios R, y R, es 47(R3 — R})/3. Por consiguiente,

V-F (kR?) = 3k.

J‘ V:Fdv = (V' F)V = 4ak(R} — R}), (2-83)
v

que es el mismo resultado de la ecuacion (2-82).

g Este ejemplo muestra que el teorema de 1a divergencia es valido incluso si el vo-
lumen tiene agujeros; es decir, aunque el volumen esté encerrado por una superficie
con conexiones mdltiples.

# EJERCICIO 2.12 Dado un campo vectorial A= ar+ az,

a)  encuentre ¢l flujo de salida total a través de un cilindro circular alrededor del eje z
con radio 2 y altura 4 centrade en el origen.
b) repita (a} para el mismo cilindro con la base coincidiendo con el plano xy.

¢) encuentre V - A y verifigze el teorema dc la divergencia.

RESPUESTA: (a) 487, (<) 3.

2-8 ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL -

En la seccién 2-6 establecimos que el flujo de salida neto de un vector A a traves de
: . r;::;::: :"LEI:M’ una superficie que limita un volumen indica la presencia de una fuente. Esta fuente puede §

fuente de flulode A denominarse fuente de flujo y div A es una medida de la fuerza de la fuente de flujo.
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EJEmMPLO 2-14

Hay otro tipo de fuente, llamada fuente de vértice, que ocasiona la circulacion de
un campo vectorial a su alrededor. La circulacion neta (o simplemente circulacion)
de un campo vectorial alrededor de una trayectoria cerrada sc define como la inte-
gral de linea escalar del vector a lo largo de la trayectoria. Tenemos

Circulacién de A alrededor del contorno  C £ SF; A-df. (2-84)
C

La ecuacidn {2-87) es una definicion matematica. El significado fisico de la circula-
cién depende de qué tipo de campo representa el vector A. Si A ¢s una fuerza que actua
sebre un objeto, su circulacion sera el trabajo realizado por la fuerza para mover el
objeto una vez alrededor del contomo; si A representa una intensidad de campo eléctrico,
la circulacion sera una fuerza electromotriz alrededor de la trayectoria cerrada. El fe-
némeno familiar del agua que gira al salir por el desagiie de un lavabo es un ejemplo

de un sumidero vortice que ocasiona una circulacion de la velocidad del fluido, Puede

existir una circulacion de A aunque div A = 0 {cuando no hay fuente de flujo).

Dado un campo vectorial F = a,xy — a 2x, encuentre su circulacion alrededor de la
trayectoria OAB0 mostrada en la figura 2-22.

SoLuCION

Dividamos la integral de circulacién en tres partes:

4 B )
§ F'd!=J‘ F'd!-i-J. F'dt’+.[ F-d¢.
0ABO o A B

A lo largo de la trayectoria O4: y=0, F=-a2x, d€=adx, F-dt=0

A
j F.d¢ =0.

Q

FIGURA 2-22 Trayectoria para la integral de linea (ejemplos 2-14 v 2-16).

Ya
B
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o
A lo largo de la trayectoria BO: x = 0,F=0 J F-df = 0.
8

A lo largo de la trayectoria AB: df = a,dx + a,dy {véase la Ec. 2-23).

F-d¢ = xydx — 2xdy.

La ecuacién del cuarto de circuloes x> +y* =9 (0 = x, y = 3}, Por lo tanto,

" 0 3
J. F-d(=J. X 9—x2dx—2j‘ J9—yidy
A 3 a
[\] 3
——[y,f9—y2 +gsen"—§-:|
3 0

i
=‘__ 3{9 o XZ)S,.'Z

=_9(1+g)‘

Por consiguiente,

é; Fedf = -9(1 +5).
o480 2

m EJERCICIO 2.13 Encuentre la circulacion en el sentido de las agujas del reloj del campo vectorial F presen-
tado en el ejemplo 2-14, alrededor de una trayectoria cuadrada en cl plano xy, ceptrada en

el origen y con cuatro unidades en cada lada (-2 £ x = 2y -2 =y =2}

RESPUESTA: 32.

La circulacion se definié en la ecuacién (2-84) como una integral de linea de un
producto punto, de manera que Su valor depende de la orientacion del contorno c
relativa al vector A. Para definir una funcién puntual, que es una medida de la foer-
7a de la fuente de vértice, C debe ser muy pequefio y hay que orientarlo de manera que
la circulacion sea maxima. Definimos?

Definician A=V x A

matematica de un i

campo vectorial A E fim = s, A_d(il )
A0 D5 c max

* En algunos libros, el rotacional de A se conoce como curl de Ay se escribe curl A. V x A se lee “del

cruz A7

L I - D .
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3

As

FIGURA 2-23 Relacién entre a, y 4€ al definir el rotacional.

- Definicién fisica de

¥ x A, una medida
de |a fuerza de la
fuentn de virtice
tA

En forma textual, la ecuacion (2-83) establece que el rotacional de un campo vecto-
rial A, denotado por rot A o V X A, es un vector cuya magnitud es la circulacion neia
mdxima de A por unidad de drea conforme el area tiende a cero y cuya direccion es
la direccidn de la normal al drea cuando ésta esta ovientada de manera que la cir-
culacidn neta sea mdxima. Puesto que la normal a un area puede apuntar en dos di-
recciones opuestas, seguimos la regla de la mano derecha: cuando los dedos de la mano
derecha siguen la direccion de d#, el pulgar apunta en la direccion a,; esto se ilustra
en la figura 2-23. El rotacional de A es una funcion puntual vectorial. Su componen-
te en cualquier otra direccion a, es a, - (V X A) y puede determinarse a partir de la
circulacion por unidad de drea normal a a, conforme el drea se aproxima a cero.

(VxA)=2a,VxA)= lim

1
as,—o0 As, (iﬁ As df)’ (2-86)

donde la direccion de la integracion de linea alrededor del contorno C, que limita el
drea As, y la direccion a, siguen la regla de la mano derecha.

Usamos ahora la ecuacion (2-86) para hallar las tres componentes de V X A en
coordenadas cartesianas. Remitase a la figura 2-24, donde se muestra un 4rea rectangular
diferencial paralela al plano yz con lados Ay y Az dibujados alrededor de un punto
genérico P(xy, Vg, z,). Tenemos a, = a, y As, = Ay Az y el contorne C, consiste en los
cuatro lados 1, 2, 3 y 4. De esta manera,

1
(Vx Ay, = lim —-——(ﬁ A'd{). -
) Ayaz-o Ay Az lﬁdzofa.a (284

En-coordenadas cartesianas, A = a,4, + a4, + a_4,. Las contribuciones de los cua-
tra lados a la integral de linea son las siguientes:
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I
v

|

| .
| .

|

|

FIGURA 2-24 Determinacion de (V x A),.

Ay
Ladol, df =a,Az, A~df = A;| X, .Vo+_j"-zo Az,

donde A, (Xm Vo + 921, zu) puede desarrollarse en serie de Taylor:

Az Xo: Yo + - 2o
2
Ay 84,

= Az[xl)s Yo ZO) + 7 ay + T.G.S‘, (2_88]

(xg. ¥o. Zo)

donde T.G.S. (términos de grado superior) conticne los factores (A2, (AVY, etcétera. .

De esta manera,

Ay 04,
,|"|ildsr1 A d{ - {AZ(‘xﬂy }’0, ZO} =+ 7 ay

+ T.G.S.} Az.

]lxu.yu‘ Iy}

{2-89);

i
.
4
E
E
£
¥
t

A
Laded: d¢ = —a, Az, Ardl = Az(xm Yo — "jy“sza) Az,

donde
By 04,

A ~
Az(‘xﬂs .Vo - ?y',zn) = Az(x(}s y[)y zo) T 2 ay + T.(J.S.;

(%0, ¥0. Za)
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Expresidn de ¥V x A
en coordenadas
caresianas

Otraformade ¥V x A
en cocrdenadas
cartesianas

J‘ A.d(= {Az{x(]’ yOs‘JzO) _ﬂaAZ
laelon 5

+ T‘G.S‘}(——AZ).

2 @y txo. ¥o. 2a)
(2-91)
Al combinar las ecuaciones (2-89) y (2-91) tenemos
A-df = laA’—I—T("S Ay A
ladus 1 v 3 a a); AT (20 yo. o} y Lz, (2_92)

Los T.G.S. de la ecuacion (2-92) aln contienen potencias de Ay. De forma similar, puede

VEerse que

J. A-df = (— o4, + T‘G.S.)
lados 2 v 4 az

Si sustituimos las ecuaciones (2-92) y (2-93) en lu ecuacidn (2-87}) y observamos que
los términos de grade superior tienden a cero cuando Ax y Ay — 0, obtenemos la com-
ponente en x de V X A:

Ay Az (2-93)

txo. ¥a. Zg)

. 04,
= (2-94)

(o R Jy &z

Una revision més cuidadosa de la ecuacion (2-94) revela un orden ciclico de x,

vy z, el cual nos permite escribir las componentes en p y z dec ¥ X A. La expresion

completa del rotacional de A en coordenadas cartesianas es

. 24, AN (A, AN (24, oA,
xA=a\% "7 )™\ E T ) T e Ty /

(2-95)

un escalar. Le sera facil recordar la ecuacion (2-95) si l1 organiza en forma de deter-
minante al igual que en el producto cruz de la ecuacion (2-27).

8, 8, a

VxaA da & &
A= 3y ozl (2-96)
A, A, A, :

Para la derivacidn de V X A en otros sistemas de coordenadas se sigue el mis-
mo procedimiento, pero los pasos son mas complejos. La expresion de V X A en un
sistema general de coordenadas ortogonales curvilineas (u,, 4,, u,) es:
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Expreslén de ¥ x A
en un sistema
genaral de
coordenadas
artogonalas

EJempLO 2-15

Expresiéon de ¥ x A
en coordenadas
cilindricas

CAaPIiTULO 2 ANALIS1IS VECTORIAL

an;hl auth aauhii
1 ¢ b a
VA= ——|— —— —|
hihohy | Ouy du, Su, (2-97)

Las expresiones de ¥V X A en coordenadas cilindricas y esféricas pueden obtenerse
facilmente a partir de la ecuacion (2-97) usando los valores apropiados de u,, v, ¥ u;
y sus coeficientes métricos A, k,, &, listados en la tabla 2-1. Estas cxpresiones se pre-
sentan en el Apéndice C.

Demuestre que ¥V X A =0 si

a) A = a (k) en coordenadas cilindricas, donde & es una constante, o

b) A = a,f(R) en coordenadas esféricas, donde f{R) es cualquier funcidn de la dis-
tancia radial R.

SOLUCION

a) En las coordenadas esféricas se aplica lo siguiente: (v, w,, ;) = (r, @, 2}, h, =
1, b, = ry hy= 1. A partir de la ecoacién (2-97) tenemos

a, a,r a,

VxA g -9
XA=-|— — —I,
ridr d¢p 0Oz (2-98)
, rd, A

que para la A especificada, da

a, a,r a,
V)(A=l—(gi £ 2 = 0.

rler d¢ éz

60 k& 0

b) En las coordenadas esféricas se aplica lo siguiente: (u'l, u,, ;) = (R, 6, ¢); h =
1, 5, = Ry hy= R sen 8. Por lo tanto, :
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a; agR a,Rsenf
s A
R%senf |OR 00 ip |
Ar RA, (Rsenf)A,

Expresion de V x A
‘en coordenadas

VxA= (2-99)

y, para la A especificada,

ap, a,R a,Rsend

1 dco ol 9 3

ST ARRRIFRAD 4 £ OO R
AT Aty pror P o6
f(R) © 0

_ Un campo vectorial cuyo rotacional es nulo se denomina campo irrotacional
Definicién de un St D et o, dan:ti d tad : I
campo irrotacional o conservative. Por consiguiente, los dos tipos de campos presentados en este ejemplo
‘oconservativo son conservativos. En el capitulo siguiente veremos que un campo electrostatico es
conservativo,

—
2-9 TEOREMA DE STOKES

En el caso de un érea diferencial muy pequefia As, limitada por un contorno c;, la de-
finicién de V X A en la ecuacién (2-86) nos lleva a

(V x A);*(4s) =<§ A-de. (2-100)
<

Para obtener la ecuacién (2-100) hemos realizado el producto punto en ambos lados
de la ecuacién (2-85) por a,As; 0 As,. En el caso de una superficie arbitraria S, podemos
subdividirla en varias, digamos N, é4reas diferenciales pequefias. En la figura 2-25 se
muestra este esquema con As, como elemento diferencial tipico. El lado izquierdo de

FIGURA 2-25 Area subdividida para la demostracion del teorema de Stokes.
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Teorema de Stokes

la ccuacion (2-100) es el flujo del vector V X A por el drea As,. Al sumar la contri-
bucian al fluje de todas las dreas diferenciales tenemaos

lim i (V x A);-(As) = L (V x A)-ds. (2-101}

Asy o+ j=1
Sumamos las integrales de linea alrededor de los contornos de todos los clementos
superficialcs representados por ¢l lado derecho de la ecuacion (2-100). Puesto que la
purte comun de los contornos de dos clementos adyacentes es recorrida en direccio-
nes opuestas por dos contornos, la contribucion neta a la integral de linea total de todas
las partes comunes en el interior es cero y despuds de la sumatoria s6lo queda la con-
tribucién del contorno exterior C que limita toda el area §:

W .
lim ¥ (Eﬁ A-d:):ﬂg A-de. (2-102)
Ax;—~0 j=1 1] O

Al combinar las ecuaciones (2-101) y (2-102) obtenemos ¢l fearema de Stokes:

L(v x A)-ds=t£A-dL (2-103)

el cual cstablece que la infegral de superficie del rotacional de un campo vectorial
sobre una superficic abierta es igual a lu integral de linea cerrada del vector a lo
lurgo del contorne que limita la superficie.

1 tcorema de Stokes convierte una integral de superficie del rotacional de un vector
¢n una integral de linea del vector, y viceversa. El teorema de Stokes, al igual que el
teorema de la divergencia, ¢s una identidad importante en el andlisis vectorial y lo usaremos
con frecuencia para establecer otros teoremas y relaciones del electromagnetisma.

Si aplicamos ta integrai de superficie de ¥V X A a una superficie cerrada, no ha-
bra un contorno externo que limite la superficie, y la ecuacion (2-103) nos indica que

(f)(v x A)-ds =0 (2-104)
. ;

para cualquicr superficie cerrada S. La geomctria arbitraria de la figura 2-25 se ha
elegido a proposito para destacar el hecho de que una aplicacion no trivial del teorema .
de Stokes siempre implica una superficie abierta con un borde. La superficie abier-

ta mas sencilla seria un plano bidimensional o un disco con la circunferencia como.
contorno. Debemos recordar que las direcciones relativas de d€ y ds (su direccion de-|
notada por a,) siguen la regla de la mano derecha; es decir, si los dedos de la manug'.
derecha siguen la dircceién de &€, el pulgar apuntara en direccion de a,, {

EJEMPLO 2-16

Dado F = a,xy — a,2x, verifiquc el teorema de Stokes sobre un cuarto de disco circularf
con radio 3 en ¢l primer cuadrante, como se ilustré en la figura 2-22.
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GRSl ¥ o B S

m Eiercicio 2.14

SOLUCION

Usamos la ecuacion (2-96) para encontrar V X F en coordenadas cartesianas.

a, a, 4,
. ¢ d

VxF—a 5—}; E——a,{2+x).
xy —2x 0

Para la geometria indicada y la direccidn designada de d¥€, ds = a_ds = a_dx dv. Te-
nemos cntonces

I (V x F)-ds =J‘3Jﬁ$ (V x F)(a,dxdy)
5 Qoo lh

_ J‘aU*"""'I —Q2+ x}dx:Idy
i) qQ

= *L} [2/5 =% + 39 — ¥ dy
¥

g 3
=——|:y 9 - y? +9seu"§+5y—?]

=_9(1 +g).

Es importante usar los limites apropiados para las dos variables de integracion. Podemos

|

1]

intercambiar ¢l orden de la integracion como

J (VxF)ds= IJ[J Bkt -2+ x)dy:|dx
i 1] L1}

y obtener el mismo resultado; sin embargo, seria un crror cmplear 0 a 3 como inter-
valo de integracion de x v p. (;Sabe por qué?)

~ Laintegral de linea de F alrededor de la trayectoria O ABO del cuarto de disco
circular, ) F - d€, es la circulacién determinada en el cjemplo 2-14, que es igual a la
integral de superficie de V x F que obtuvimos previamente. Asi queda verificado cl
tcorema de Stokes.

Dado F = a,_sen ¢+ a,3 cos ¢ y la regién de cuarto de circulo presentada en la figura 2-22,

a) determine $, 450 F - d€, y
b)  calcule V x F y verilique el teorema de Stokes

2
RESPUESTA: (a) 6, (b) a, (— cos ¢v)
r
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2-10 DOS IDENTIDADES NULAS

En el estudio del electromagnetismo son muy importantes dos identidades que implican
repetidas opcraciones del operador del, sobre todo al introducir {as funciones de po-
tencial. Analizaremos estas identidades a continuacidn.

2-10.1 [DENTIDAD |

Una importante
identidad nula

vV x (V) =0 (2-105)

De forma textual, ef rotacional del gradiente de cualguier campo escalar ey idénti-
camente cero. (La existencia de ¥ y sus primeras derivadas en todos los puntos estd
implicita en esta identidad.)

Laecuacién (2-105) puede demostrarse faicilmente en coordenadas cartesianas si
usamos la ecuacioén (2-56) paraV y realizamos las operaciones indicadas. En términoes
generales, si se tomala integral de superficie deV x (V V) sobre cualquier superficie, el
resultado es igual a la integral de linea de VV/ (o circulacion de V) alo largo de la tra-
yectoria cerrada que limita la superficie, como lo establece el teorema de Stokes:

L [V x (VV)] ds = (j;c (VV)-de. (2-106)

Sin embargo, con base en la ecuacidn (2-51),

Sﬁg(\?lf}-d::(ﬁdV:o. (2-107)

La combinacion de las ecuaciones (2-106) y (2-107) establece que la integral de su-
perficie de V x (V¥) sobre cualquier superficie es cero. Por consiguiente, el integrando
debe anularse y se obticne la identidad de la ecvacién (2-105). Puesto que en la de-
rivacién no se especifica un sistema de coordenadas, la identidad es general e invariable
para cualquier sistema de coordenadas.

La identidad I puede enunciarse también como sigue: Si el rotacional de un campo
vectorial es nulo, entonces el campo vectorial puede expresarse como el gradiente
de un campo escalar. Sea E un campo vectorial, Entonces, si V x E = 0, podemos
definir un campo escalar ¥ tal que

E= -VV¥ (2-108}

El signo negativo no tiene importancia en lo que se refiere a la identidad 1. (Se incluye
en la ecuacién {2-108) porque la relacion va de acuerda con vna relacion basica entre la
intensidad de campo eléctrico B y el potencial escalar eléctrico V de la electrostitica,
algo que veremos cn el siguiente capitulo, Por el momento no tiene importancia lo que
representan E y #.) A partir de la seccién 2-8 sabemos que un campo vectorial cuyo ro-
tacional es nuto es un campeo conservativo; por lo tanto, un campo vectorial irvotacio-
nal (conservativo) siempre puede expresarse como el gradiente de un campo escalar.
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B EJERCICIO 2.15 Demuestre la identidad de la ecuacién (2-105) en coordenadas cartesianas.

2-10.2 |IDENTIDAD Il

V- (VxA)=0 (2-109)

- Otraimportante
identidad nula

De forma textual, la divergencia del rotacional de cualquier campo vectorial es idén-
ticamente cero.

Podemos demostrar esta identidad sin hacer referencia a un sistema de coorde-
nadas si tomamos la integral de volumen de V - (V X A) en el lado izquierdo. Al aplicar
el teorema de la divergencia tenemos

waxm@=£wxmﬂ- (2-110)

Escojamos, por ejemplo, el volumen arbitrario V' encerrado por una superficie S, como
se ilustra en la figura 2-26. La superficie cerrada S puede dividirse en dos superficies abier-
tas, S, y S, conectadas por una frontera comtn que se ha dibujado dos veces comoC, y
C,. Después se aplica el teorema de Stokes a la superficie S, limitada por C, y a la superficie
S, limitada por C,, escribiendo el lado derecho de la ecuacion (2-110) como

§(VxA)-ds=J. (VxA}*a,,ds—!—j (Vx A)-a,ds
s 5 82
=3§ A-d;+SE A-de. @-111)
Ci Cz

Las normales a,, y a,, a las superficies S, y §, son normales hacia afuera y sus rela-
ciones con las direcciones de las trayectorias de C, y C, siguen la regla de la mano
derecha. Puesto que los contornos de C, y C, de hecho son la misma frontera comin

FIGURA 2-26 Volumen arbitrario ¥ encerrado por una superficie S.
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cntre S, ¥ §,, las dos integrales de linea en el lado derecho de la ecuacion (2-111) siguen
la misma trayectoria en direcciones opuestas. Su suma es entonces cero y desapare-
ce la integral de volumen de V - (V X A) del lado izquierdo de la ecuacién (2-110).
Puesto que esto se aplica a cualquier velumen arbitrario, la integral debe ser cero, como
lo indica la identidad de la ecuacion (2-109).

Otra forma de enunciar la identidad U es como sigue: Si la divergencia de un campo

vectorial es nula, entonces el campo vectforial es solenoidal y puede expresarse como
el rotacional de otro campe vectorial. Sea B un campo vectorial. Este enunciado al-
ternativo establece que si V - B = 0, podemos definir un campo vecterial A tal que

B EJERCICIO 2,16 Demucstre la identidad de la ccuacién (2-109) en coordenadas cartesianas.

B=Vx A (2-112)

2-11 CLASIFICACION DE CAMPQS Y TEOREMA DE HELMHOLTZ

En secciones anteriores mencionamos que un campo cuya divergencia es nula es so-

Campo cuya
divergencia es nula

© campo solenoidal  demos clasificar los campos vectoriales de acucrdo con el hecho de que sean
solenoidales o irrotacionales. Un campo vectorial F es

1.
Campo cuyo
ratacional as nulo

 campo

irrotaclonal

(conservativo)
2.
3.
4.

El campo vectorial mas general tiene una divergencia distinta de cero y un rotacional
distinto de cero, y puede considerarse como la suma de un campo solenoidat y un campe §
irrotacional.

lenoidal y que un campo cuyo rotacional es nulo es irrotacional {conservativo). Po-

Solenoidal e irrotacional si

V:F=0 ¥ VxF=0

ESEMPLO: Un campo eléctrico estatico ¢n una region libre de carga.
Solenoidal pero no irrotacional si

V-F=0 ¥ VxF#0

EJEMPLO: Un campo magnético estitico en un conductor que transporta corricnte.
lrrotacional pero no solenoidal si

VxF=0 y V-F#0.

EJEMPLO: Un campo eléctrico estatico en una regién con carga.
Ni solenoidal ni irrotacional si

V-F#0 y Vx F£0

EJEMPLO: Un campe eléctrico en un medio cargado con campo magnético variable
con ¢l tiempo.

!
|
|
t
!
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Teorema de Helmholtz: Un campo vectorial estd determinade si su divergencia

Teorema de . .
Helmholtz ¥ su rotacional estin especificados en todos los puntos.”

El tcorema de Helmholtz pucde demostrarse como teorema matematico de ma-
nera generalt Para nuestros fines, recordemos {véase la Sec. 2-8) que la divergencia
de un vector es una medida de la fuerza de la fuente de flujo ¥ que el rotacional de un
vector es una medida de la fuerza de la fuente de vértice. Cuando estan especificadas
la fuerza de la fuente de flujo y de la fuente de vortice, es de esperar que el campo vec-
torial esté determinado,

En los capitulos siguientes hos apoyaremos en el teorcma de Helmholtz como ele-

j :;::::LZ - mento basico del desarrollo axiomatico del electromagnetismo. Para cada uno de los
- pasos del temas de estudio (campos cléctricos estaticos, campos magnéticos cstaticos y campos
. tlectromagnetismo

clectromagnéticos variables con ¢l tiempo), enunciaremos los postulados fundamen-
tales (especificaremos la divergencia y el rotacional) de los vectores de campo basicos
necesarios para ¢l modelo electromagnético, A partir de los postulados fundamentales
s¢ desarrollaran otros teoremas y otras relaciones. '

W EJERCICIO 2.17 Determine si los campos vectoriales siguientes son irrotlacionales, solenoidales, ambos o ninguno.

a) A=axy—ay +auxz
b) B = ria,seng + a,2cos ),
c) C=a,x—alyvtaz

d D =agk/R.

RESPUESTA: (a) ninguno, (b} solenoidal, (c)} ambos, {d} trrotacional.

PFREGUNTAS DE REPASO
P2-12 ;Cual ¢s la diferencia entre una cantidad escalar y un campo escalar? ; Enire una cantidad
vectorial y un campo vectorial?
P.2-13 ;Cual s la definicidn fisica del gradiente de un campe escalar?

P.2-14 Expresc la razén de cambio espacial de un escalar en una direccion en términos de
su gradiente,

P.2-15 ;Cual es la expresion del operador def, V, cn coordenadas cartesianas?
P.2-16 ;Cual es la definicion fisica de la divergencia de un campo vectorial?

P.2-17 Enuncie con palabras el teorema de la divergencia.

* Para ser mis precisos, debemos exigir que la divergencia y el rotacional de un campo vectorial se anulen cn
el infinito en una regién no limitada. i ¢l campo vectorial esti confinado a! interior de una region fimitada
por una superficie, entonces estard determinado si se especifican su divergencia y su rotacional en toda la
regidn, asi como la componcente normal del vector sobre la superficie limitadora.

t Véase, por ejemplo, G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists, Sec. [.15, Academic Press, Nueva
York, 1966,




66 CcapriTuLOo 2 ANALISIS VECTORIAL

P.2-18 ;Cudl es la definicién fisica del rotacional de un campo vectorial?
P.2-19 Enuncic cen palabras ¢l teorema de Stokes.
P.2-20 ;Cuél es la diferencia entre un campo jrrotacional y un campo solenoidal?

P.2-21 Gnuncie con palabras ¢l teorema de Helmholtz.

COMENTARIOS

1. Las reglas basicas del 4lgebra vectorial (suma, resta, producto punto y producto
cruz de vectores) son independientes del sistema de coordenadas.

2. El gradiente de un campo escalar es una funcién puntual vectorial.

3. Ladivergencia de un campo vectorial es una funcién puntual escalar.

4. El rotacional de un campo vectorial es una funcion puntual vectorial.

5. No olvide dibujar un pequefio circule en el signo de integracion (§) al escribir§

una integral de linea cerrada o una integral de superficie sobre toda la superficie
que encierra una region. _

6. Las dos identidades nulas presentadas en las ecuaciones (2- 105) ¥ (2-109) y sus
implicaciones son las bases para definir funciones de potencial en capitulos pos-
teriores, Aprenda bien cstas identidades.

RESUMEN

E} analisis vectorial es una herramienta matemética esencial en ¢l eleciromagnetismo.
Proporciona una forma concisa de representar y expresar las relaciones de diversas °
cantidades en e) modelo electromagnético. En este capitulo

» rcpasamos las reglas basicas de la suma y la resta de vectores y de los productos
de vectiores;

» explicamos las propiedades de los sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas
y esféricas;
+ presentamos ¢l operador diferencial del (V) y definimos ¢l gradiente de un campo

escalar, v la divergencia y ¢l rotacional de un campo vectorial;

» presentamos el teorema de la divergencia que convierte la integral de volumen de
Ja divergencia de un campo vectorial en una integral de superficie cerrada del cam-
po vectorial, y viceversa;

» prescntamos ¢l teorema de Stokes que transforma la integral de superficie del ro-
tacional de un campo vectorial en la integral de linea cerrada de un campo vecto-
rial, ¥ viceversa:

* introdujimos dos identidades nulas importantes de los campos vectoriales, ¥
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* analizamos fa clasificacién de vectores y presentamos ¢l teorema de Heimholtz, que
usaremos como clemento basico en el desarrollo axiomatico de los diversos temas
del electromagnetismo.

PROBLEMAS

P.2-1 Un rombo es un paralelogramo equilatero. Denote dos lados vecinos del rom-
bo con los vectores A y B.
a) Verifique que las dos diagonales scan A + By A - B.

b) Demuestre que las diagonales son perpendiculares entre si.

P.2-2 Si los tres lades de un tridnguloe arbitrario se denotan con los vectores A, By
C cn ¢l sentido de las agujas del refoj o en sentido contrario, entonces la ecuacion A +
B + C = 0 ¢s vélida. Demuestre la ley de los senos.

SUGERENCIA: Obtenga el producto cruz de la ecuacién separadamente por A y por B
y examine las relaciones de magnitud de los productos.

P.2-3 Dados los tres vectores A, B y C siguientes:
A=ab+a2—aj3
B=2ad—ab+a,l2
C=aJ5—a,2

¢) [a componente de A en la direccién de B,
d)y B-A,
¢} la componente de B en la direccidn de A,
D 64
g AxCy
WA (BxC)y(AxB)C
P.2-4 Los vectores unitarios a, ¥ a, denotan las direcciones de los vectores A y B en
el plano xy que forman 4dngulos « y 8, respectivamente, con el ¢je x.
a) ‘Obtenga una férmula para desarroilar ¢l coseno de fa diferencia de dos angulos,
cos(e — f) realizando el producto escalar a - ag.
b) Obtenga una férmula para sen{« — §) realizando el producto vectorial a, X a,.
v' P.2-5 Los tres vértices de un tridngulo rcctangulo estdn en P (1, 0, 2), Pz( 3,1, 5}y
Py3, -4, 6).
a) Determine cudl de los vértices corresponde a un 4ngulo recto.
b) Encuentre el area del tridngulo.
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P.2-6 Dados dos puntos P,(=2, 0, 3} y P,(0, 4, -1}, encuentre

1) la longitud de la linea que une P,y P, ¥
b) la distancia perpendicular desde el punto Py(3, 1, 3) hasta la linea.

P.2-7 Dado ¢l vector A = a5 — a2 + a,, encuentre la expresion de’

P
a) un vector unitario ag tal que ag || Ay
b) un vector unitario a. en el plano xy tal que a. L A.
P.2-8 Descomponga el vector A = a2~ a,5 + a3 en dos componentes, Ay Ay que
sean respectivamente perpendicular y paralela a otre vector B = -a, + a 4. :
P.2-9 La ecuacién (2-15) del ejemplo 2-2 describe los productos escalares triples de |
tres vectores A, B y C. Hay otro tipo importante de producto de tres vectores: el pro-
ducto vectorial triple, A X (B X C). Demuestre la siguiente relacion desarrollando en
coordenadas cartesianas:
Ax(BxC =BA-C)— CA-B) 2-113) °
La ecuacion (2-113) se conoce como regla “BAC-CAB™. _
P.2-10 Encuentre la compenente del vector A = a,z — a_x en el punto P(-1, 0, -2)
que esté dirigida hacia ¢l punto P,(+f3, 150°, 1).
P2-1 1 La posicion de un punto cn coordenadas cilindricas esta indicada por (3, 4,/3,-4).
Especifique la situacién del punto
a) en coordenadas cartesianas, y
b)Y en coordenadas csféricas.
P.2-12 Calcule los resultados de los siguientes productos de vectores unitarios:
a) a, -4, i
b) ag-a,. '
c) A, a,,
dya, x a,,
e) a, X ag,
fya; x a_. ~

9.27_13 Exprese la componente #, 4,, de un vector A en (r,, ¢, 2|}

a) en funcion de 4, y 4, en coordenadas cartesianas, y
b) en funcidn de 4, y 4, en coordenadas estéricas.

P.2-14 Exprese la componente 8, E, de un vector E en (R, 6,, ¢,)

a) enfuncionde £, £,y £, en coordenadas cartesianas, y
b} en funcién de E, y £, en coordenadas cilindricas.

. P.2-15 Dado un campo vectorial en coordenadas esféricas F = ag(12/RY),

a) encuentre Fy F, en el punto P(-2, 4. 4)y
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b) encuentre el angulo que forma F con el vector A= a2 — a3-abenpF.
P.2-16 Dado un campo vectorial F = a y + a x, calcule la integral I'F - g€ desde
P2, 1,-1) hasta P,(8, 2, -1) v

a) alo largo de una linea recla quc une los dos puntos, ¥

b} a lo largo de una parabola x = 22,
¢F es un campo conservativo? Explique.

P.2-17 ‘Denote con R el vector de posicion de un punto P(x, y, z). Determine V (1/R)

2} en coordenadas cartesianas, y

b) en coordenadas esféricas.

P.2-18 Dado ¢l campo escalar ¥ = 2xy — yz + xz,

a) determine el vector que representa la direccion v la magnitud de la razon de

incremento maxima de ¥ en el punto P2, -1, 0), ¥

b) determinc la razén de incremento de ¥ en ¢l punto P en la dircceién hacia el punto

o0, 2, 6).
- P.2-19 En un sistema de coordenadas curvilineas, la diferenciacion de un vector basc
phede producir un nuevo vector en otra direccion.,

a) Determine da,/d¢ y da,/d¢ en coordenadas cilindricas.

b) Usc los resultados de (a) para encontrar la férmula de ¥ + A en coordenadas

cilindricas, usando las ecuaciones {2-57) ¥ (2-31).
P.2-20 Calcule la divergencia de los siguientes campos radiales:

a) f,(R) = azR

by f(R)= aRk/R2 donde k es una constante.

_P.2-21 Dado un campo vectorial F = a xy + a yz + a_zx,

a) calcule el flujo de salida total a través de la superficie de un cubo unidad en el

primer octante cen un vértice en el origen, vy

b) encuentre V - F y verifique et teorema de la divergencia.

P.2-22 Para una funcién vectorial A = a,? + a2z, verifique ¢! teorema de la diver-
gencia para la regidn cilindrica circular encerradapor r=35,z=0y z = 4~
JP.2-23 Para una funcién vectorial A = a_z,

a) calcule $A - ds sobre la superficie de una regién semiesférica que es la mitad
superior de una esfera de radio 3 centrada en el origen, con la base plana coin-
cidente con el plano xy,

b) encuentre V + A, y

¢) verifique el teorema de la divergencia.

P.2-24 Un campo vectorial D = ag{cos? ¢)/R? existe en la region comprendlda entre
dos capas esféricas definidas por R =2 y R = 3. Calcule

a) $D-ds, ¥y

by [V-.Ddv.
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P.2-25 Para una funcién escalar £y una funcién vectorial A, demuestre que

V' (fA)=fV A+ A-Vf (2-114)

en coordenadas cartesianas.
P.2-26 Suponga un campo vectorial A = a,(2x* + y7) + a (xy - y9).
a) Calcule $A - d€ a lo largo del contorno triangular ilustrado en la figura 2-27.

b) Calcule ¢ (¥ x A) - ds sobre el drea triangular,
c) ;Puede expresarse A como el gradiente de un escalar? Explique.

; iy o 3

FIGURA 2-27 Grafica para el problema P.2-26,

P.2-27 ‘Suponga una funcion vectorial F = a,5r sen ¢ + a'ﬁ'r2 cos ¢.
a) Calcule §F - df a lo largo del contorno 4BCDA en la direccién
indicada en la figura 2-28.

b) Calcule V x F.
¢) Calcule [ (V x F) - dfs sobre el drea sombreada y compare ¢l resultado con el que

. obtuvo en la parte (a).

-

FIGURA 2-28 Grafica para el problema P.2-27.
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P.2-28 Dada una funcién vectorial A = a,3 sen (&?2), verifique el teorema de Stokes
sobre la superficie de una semiesfera de radio 4 y su borde circular.

P.2-2%9 Para una funcién escalar /'y una funcion vectorial G, demuestre que

V% (fG)=f(Vx G)+(Vf) x G (2-115)

en coordenadas cartesianas.
P.2-30 Dada una funcidn vectorial

F=a,(x+3y—ciz)+aidcx +52) + a,(2x — vy + ¢ 2,

a) determine ¢, ¢, ¥ ¢, si F es irrotacional, y
b) determine ¢, si F también es solenoidal,
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CAPITULOB

Ejemplos de la
generacion de
electricidad estética

3-1 DESCRIPCION GENERAL Cuando caminamos por una
alfombra en una habitacion seca y tocamos el picaporte de metal de una puerta, en
muchas ocasiones salta una chispa. Esto se debe a que las cargas estaticas inducidas
en nuestro cuerpo como resultado de la friccion de las suelas de caucho contra la al-
fombra tienden a congregarse en los lugares puntiagudos, como la punta de los dedos,
y saltar por el aire al picaporte de la puerta. La diferencia de potencial generada puede
ser de miles de volts, pero no ocurren dafios serios, excepto por el leve choque, ya que
la cantidad de carga usualmente es muy pequefia. Otro ejemplo de la electricidad estatica
es el fenomeno de una prenda de vestir delgada que se adhiere a una prenda interior
fabricada con otro material, debido a las cargas opuestas inducidas por el movimiento
relativo y la friccion,

La electrostitica es el estudio de los efectos de las cargas eléctricas en reposo y
de los campos eléctricos que no cambian con el tiempo. Aunque es la mas simple de
las situaciones del electromagnetismo, es fundamental dominar este tema para compren-
der los modelos electromagnéticos mas complicados. La explicacién de muchos feno-
menos naturales (como los relampagos y el efecto corona) y los principios de varias
aplicaciones industriales (como los osciloscopios, las impresoras de chorro de tinta, la
xerografia, los teclados por efecto capacitivo y las pantallas de cristal liquido) se basan
en la electrostatica. Se han publicado varios libros sobre las aplicaciones especiales de
la electrostatica.t
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* A, Klinkenberg y I. L. van der Minne, Electrostatics in the Petroleum Industry, Elsevier, Amsterdam, 1958,
J. H. Dessauer y H. E. Clark, Xerography and Related Processes, Focal Press, Londres, 1965. A, D. Moore
(Ed.), Electrostatics and fis Applications, John Wiley, Nueva York, 1973, C. E. Jewett, Electrostatics in the
Electronics Environment, John Wiley, Nueva York, 1976. J. C. Crowley, Fundamentals of Applied Electros-
tatics, John Wiley, Nueva York, 1986.
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Campos eléctricos estaticos

Enfoque deductivo

Desde el punto de vista historico, las relaciones cuantitativas de la electrostati-
ca comenzaron con los experimentos de Charles Augustin de Coulomb, quicn formuld
en 1785 lo que se conoce ahora como fey de Coulomb. Mas tarde, Karl F. Gauss de-
sarrolld la lev de Gauss y otros cientificos ¢ ingenieros contribuyeren con importan-
tes resultados adicionales relacionados con las cargas eléctricas estacionarias. La teoria
de los campos cléctricos estaticos fue desarrollandose gradualmente. El método que
consiste ¢n comenzar con leyes experimentales y sintetizarlas en la furma de las ecua-
ciones de Maxwell cs un enfoque inductivo. Este enfoque es el que usualmente se sigue
en un curso de introduccion a la fisica.

Debido a que los diversos resultados fueron obtenidos por individuos no coor-
dinados y cn tiempos diferentes, ¢l enfoque inductivo ticnde a parecer fragmentado y
poco coherente. En este libro preferimos un enfoque deductivo, el cual, como seiialamos
en la seccion 1-2, es més conciso y logico, pues nos permite desarrollar el electromag-
netismo de forma ordenada.

Para ¢l estudio de los campos eléetricos estaticos en el espacio libre definimos
un vector de intensidad de campo eléctrico especificando su divergencia v su rotacional.
Estos son los postulados fundamentales a partir de los cuales podemos derivar la ley
de Coulomb y la ley de Gauss, que juntas pueden usarse para delerminar el campo clée-
trico debido a diversas distribuciones de carga. Después cxaminaremos los cfectos de
los conductores y los dicléctricos en los campos clectrostaticos. Se presentara ¢l po-
tencial electrostatico y se explorardn las relaciones entre las fucrzas y Ia energia elec-
trostatica. En aquellas situaciones donde no se conocen las distribuciones cxactas de
carga cn lodos los puntos, pere deben satisfacerse ciertas condiciones en la frontera
(condicioncs de contorno), cs necesario emplear téenicas de resolucion adicionales.

73



74

CAPIiTULO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

Analizaremos el procedimiento para resolver ecuaciones sencillas de Poissen y Laplace
y explicaremos el métedo de imagenes.

3-2 POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA ELECTROSTATICA EN EL ESPACIO LIBRE —

Intensidad de
campo eléctrico

La unidad en el 5I
de E es (W/m}.

Divergenciade un E
slactrostitico en el
espacio libre

El rotacional del E
electrostatico es
nula,

Para la clectrostdtica en el espacio libre sélo tenemos que considerar una de las cuatro
cantidades de campo vectoriales fundamentales del modelo electromagnético analizado
en la seccién 1-2, especificamente, la intensidad de campo eléctrico E. Asi mismo, en
nuestra formulacién séle entra la permitividad del espacio libre, €, de las tres cons-
tantes universales mencionadas en la seccién -3,

La intensidad de campo eléctrico sc define como la fuerza por unidad de car-
ga que experimenta una carga de prueba estacionaria muy pequeifia al colocarse en una
region donde existe un campo eléctrico. Es decir,

E < lim g (V/m). (3-1)

La intensidad de campo eléctrico E es entonces proporcional a la fuerza F y tiene su
misma direccién. 8i F se mide en newtons (N} y la carga ¢ en coulembs (C), E tic-
ne unidades de newtons por coulomb (N/C), lo cual equivale a velts por metro (V/m}.
Por supuesto, a carga de prueba ¢ no puede ser cero en la practica; de hecho, no puede
ser menor que la carga de un electrén. Sin embargo, el cardcter finito de la carga de
prueba no hara que el campo E medido difiera notablemente de su valor calculado si
la carga de prueba es lo suficientemente pequefia como para no perturbar la distribucion
de carga de ia fuente, Una relacion inversa de la ecuacion (3-1) da la fuerza F sobre
una carga estacionaria ¢ en un campo e¢léctrico E:

F=gqE (N) (3-2)

Los dos postulados fundamentales de la electrostatica en el espacio libre espe-
cifican la divergencia y el rotacional de E. Estos son

Py
V-E= = (en el espacio libre) (3-3)
4]
¥
VxE=0 (3-4)

En fa ecuacion (3-3), p, es la densidad volumétrica de carga libre (C/m3) y €, es
la permitividad del espacio libre, expresada en la ecuacidn (1-11). La ecuacion (3-4)



Ley del voltaje de
Kirchhoff
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establece que los campos eléctricos estdticos sen irrotacionales, mientras que la ecua-
cion (3-3) implica que un campe eléctrico cstatico no es solenoidal a menos que
£, = 0. Estos dos postulados son concisos, sencillos e independientes del sistema de
coordenadas, ademas, pueden usarse para derivar otras relacicnes, leyes y teorcmas
de la electrostética.

Las ecuaciones (3-3) y (3-4) son relaciones puntuales; ¢s decir, se aplican en todos
los puntos del espacio. Se conocen como la forma diferencial de los postulados de la
electrostatica, ya que las operaciones de divergencia y rotacional implican derivadas
cspaciales, En las aplicacienes practicas normalmente nos interesa ¢l campo total debide
a un conjunto o una distribucion de cargas. Este puede obtenerse de manera mas con-
veniente con una forma integral de la ecuacion (3-3). Si tomamos la integral de volumen
en ambos lados de la ecuacidn (3-3) para un volumen arbitrario ¥, tenemos

1
f V'Eduz—j p,du. (3-5)
e €y Jv

Tenicndo en cuenta el teorema de la divergencia de la ecuacion (2-75), la ecuacion
{3-5) se convierte en

(j; Eds <2, (3-6)
5

€9

donde @ es la carga total contenida en el volumen ¥ limitado per la superficie 8. La
ecuacion (3-6) es una forma de la ley de Gauss, una de las relaciones mas importan-
tes de la electrostatica. La analizaremos con mayor detalle en la seccion 3-4, junto con
algunos ejemples ilustrativos.

También puede obtenerse una forma integral de la relacion del rotacional de la
ecuacidn (3-4), integrando V x E sobrc una superficie abierta e invocando ¢l teore-
ma de Stokes expresado en la ecuacién (2-103). Tenemos entonces

ﬁ E-df =0. | (en el espacio libre) 3-7)

La integral de linea se aplica a un contorne cerrado arbitrario C. La ecuacidn (3-7)
establece que la integral de linea escalar (o circulacion) de la intensidad de campo
eléctrico estitico a lo large de una trayectoria cerrada es nula. El producto escalar
E - d¢ integrado a lo largo de cualquier traycetoria es el voltaje entre los extremos de
dicha trayectoria. Por consiguiente, la ecuacion {3-7) cs una expresion de la ley del
voltaje de Kirchhoff de la teoria de circuitos, que indica que la suma algebraica de
lay caidas de voltaje a lo largo de un circuito cerrado es cero.

La ccuacion {3-7) también implica que la integral de linea escalar del campo irrota-
cional E a lo largo de cualquier trayectoria de un punto {digamos P,) a otro (digamos 7, }
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Dos postulados
fundamentales de la
electrostatica en el
espacio libre

es cancelada por la de P a Py a lo largo de cualquier otra trayecioria; cs decir, la inte-
gral de Iinea de un campo eléctrico estdtico depende simicamente de los punios inicial y
Jinal. Como veremos en la seccion 3-5, la integral de linea de E del punto P, a P, repre-
senta ¢l trabajo realizado por E para mover una unidad de carga de P, a P, Por lo tanto,
la ccuacion (3-7) nos dice que cl trabajo efectuado al mover una unidad de carga a lo largo
de una trayectoria cerrada de un campo electrostatico es cero. Es un enunciado de 1a con-
servacion del trabajo o la encrgia en un campo electrostitico. Es por esta razon que podemos
afirmar que un campo irrotacional es un campo conservativo.t

A continuacion repetimos los postulados fundamentales de la electrostatica en el
espacio libre porque forman la base para construir la estructura de la clectrostatica.

Postulados de Ia electrostatica en ¢l espacio libre

Forma diferencial Forma integral

vE=2 %E-ds=2

ED 5 60

EEE'dd':O 1
C

Consideramos que cstos postulados, al igual que el principio de la conservacion de car-
ga, son representaciones de las leves de la naturaleza, En la scccidn siguiente deriva-
remos la ley de Coulomb,

VYxE=0

3-3 Ley DE COULOME

Una superficie
gaussiana es una
superficie hipotética
sobre la cual se
aplica la ley de
Gauss.

Consideremos el problema electrostdtico mas simple, que consiste ¢n una sola carga
puntual, ¢, en reposo en el espacio libre ilimitado. Para hallar la intensidad de cam-
po elécetrico creado por g, dibujamos una superficie esférica de radio arbitrario R con
centro en ¢; es decir, una superficic cerrada hipotética (una superficie gaussiana) ai-
rededor de la fuente, a la cual se aplica la ley de Gauss para determinar el campo. Puesto
que una carga puntual no tiene direcciones preferentes, su campo eléctrico debe scr radial |
cn todas partes y tener la misma intensidad en todos los puntos de la superficic esférica.
Al aplicar la ecuacion (3-6) a la figura 3-1(a) tenemos

3€ E:ds =3€ (anEg)-apds =2
5 5 €y

Q se€a

Ekjg ds = Eq(dnR?) = 1.
h

€q

* Recordamos de la mecdnica que el campo gravitacional ¢s un campo conservativo,
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{a) Carga puntual en el origen. {b} Carga puntual fucra del origen.
FIGURA 3-1  Intensidad de campo eléctrico debida a una carga puntual.
Por jo tanto
Intensidad de _ v q ; 5
campo eléctrico de E=agfy=ay 4R€0R2 (Vim). (3-8)
una carga puntual

alslada situada en
el origen

H Esercicio 3.1

La ecuacidn (3-8) nos indica que lo intensidad de campo eléctrico de una carga
puntual positiva tiene direccidn radial hacia afuera y magnitud proporcional a la
carga e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la carga. Esta
formula bisica cs muy importante cn la clectrostitica. La representacion grifica de las
lineas de flujo de la intensidad de campe eléctrico debido a una carga puntual posi-
tiva g es como se muestra en la figura 2-17¢h).

Compruebe que el campo E de la ecuacion (3-8) satisface la ecuacion (3-4) ¥ que por lanto
¢s conservativo.

Si la carga ¢ no esta situada en el origen del sistema de coordenadas elegido, habra
que efectuar cambios apropiados al vector unitario a, y la distancia R para reflejar la
posicién de la carga y el punto donde se determinara E. Sea R’ el vector de posicion
de g ¥ R el del punto campo £, como se ilustra en la figura 3-1(b}. Entonces, a par-
tir de la ecuacion (3-8),

4
Ep=a,————— 3-9

"7 dng R—R? =
donde a, es el vector unitario trazado de ¢ a P. Puesto que

. _R-R
"= RCRT (3-10)
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Intensidad de
campo eléctrico de
una carga puntal
aislada en una
posicion arbitraria

EJEMPLO 3-1

tencmos

__ 4R-R)
Ep, = m {V/m). (3-11)

Determine la intensidad de campo eléctrico en P(—0.2, 0, —2.3) debida a una carga
puntual de +3 (nC) en (0.2, 0.1, —2.5} en el aire. Todas fas dimensiones estdn en

metros.

SOLUCION
El vector de posicion del punte campo P es
—
R=0P= —a,02—a23
El vector de posicién del punto carga ¢ es
R =00 =a,02+1a,01-2,25.
La diferencia es

R-R = -2,04—a,0.1+2a,02,
gue tiene una magnitud

IR—R'| = [(-0.4)% +{—~0.1)2 + (0.2)2]*? = 0.458 (m).

Al sustituir en la ecuaciéon (3-11) obtenemoes

g L OR-R)
*~ \4ne, ) IR—-RP
5%10°°

0.458°
=214.5(—a,0873—2,0.218 +a,0437) (V/m).

=(9x10% (—a,04-2a,01+a,02)

La cantidad entre paréntesis es el vector unitario a,, = (R — RYIR - Ry Ep tiene
unz magnitud de 214.5 (V/m).

NoTa: La permitividad del aire es esencialmente la misma que la del espacio libre.
El factor 1/{(4xe,) aparece con frecuencia cn la electrostatica. A partir de la ecuacion
(1-11) sabemos que &, = 1/(c%,). Sin embargo, u, = 47 x 1077 (H/m) en unidades del
§1, de manera que

L 1“0‘32 =T
_— = 10 m F -
dne, 4n ¢ (miE) (3-12)

exactamente. Si usamos el valor aproximado ¢ =3 x 10% (m/s), entonces 1/(47¢,)
=9 x 10* (m/F).
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Ley de Coulomb

W EJIERCICIO 3.2

EJEMPLO 3-2

Cuando se coloca una carga puntual g, en el campo creado por otra carga pun-
tual q,, g, experimenia una fuerza F,, debida a la intensidad de campo eléetrico E,
de ¢, en g,. Al combinar las ecuaciones (3-2) y (3-9) tenemos

_ _ 4142
Fi; —quu—a:zm (N). (3-13)

La ccuacién (3-13) es una forma matemdtica de la ley de Coulomb. Establece que fa
Sfuerza entre dos cargas puntuales es proporcional al producto de lus cargas ¢
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. En la ecua-
cién (3-13) observamos que F, ; es una fuerza de repulsion cuando g, y ¢, son ambas
positivas o negativas (la direccion de a,, es de g, a ¢, ¥ el producto g g, ¢s positi-
vo) y una fuerza de atracciéon cuando g, ¥ ¢, tienen signos opuestos (¢l producte ¢,¢,
¢$ ncgativo).

Dadas dos cargas puntuales, g, = 10{uC) en (2, 0, ) ¥ ¢, = —60(uC) en (0, —I, -2}, determine

“a) la intensidad de campo eléctrico ¢n 4, debido a g, ¥

by 1la magnitud de la fuerza experimentada por ¢,.

Todas las dimensiones se dan en metros.

RESPUESTA: (a) -20(a,2 + a, — a,2) (kV/m), (b) 0.6 (N), atraccion.

Sistema de
desviacion
slectrostética de un
ORC

En la figura 3-2 se ilustra el sistema de desviacion electrostatica de un osciloscopio
de rayos catodicos. Los electrones de un cdtodo calentado reciben una velocidad inicial
u, = a,u, de un anodo cargado positivamente (no ilustrado). Los electrones entran en
z = 0 en una region de placas de desviacion donde se mantiene un campo eléctrico
uniforme E, = —a E, en un ancho w. Ignore los efectos gravitatorios y encuentre la
desviacidn vertical de los electrones en la pantalla fluorescente en z = L.

FIGURA 3-2 Sistema de desviacion electrostdtica de un osciloscopio de rayos catédicos
(ejemplo 3-2).

Yi Pantall B

Placas de
desviacidn ~
d@
u, :
_ 08 23 N .
Catodo
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SOLUCION

Puesto que ne hay fuerza en la direccidn z en la region z = (, se mantiene la veloci-

dad horizontal u,. El campo E; cjerce una fuerza sobre los electrones, cada uno de los

cuales transporta una carga —e, ocasionando una desviacion cn la direccion y:
F=(—¢E,=a,E,

A partir de la segunda ley del movimiente de Newton, en la direceion vertical tenemas

du
m—2 = ¢E,,

dt

donde m es la masa del electron. Al integrar ambos lados obtenemos

dy ¢
“y =g B Edta
dt  m
donde la constante de integracion se considera cero porque &, = 0 en ¢ = 0. Intcgra-
mos de nuevo para obtener
¢
2m

La constante de integracion es nuevamente cero porque y = en ¢ = {. Observe que

y = — K 2

los electrones tienen una trayectoria parabolica entre las placas de desviacian. Al salir
de las placas de desviacion, f = wiu,.

j, =5 (W)
2m \ug

w eE, fw
uy=ulent=—|]=—|—].
Ug m \ug

Cuando los electrones llegan a la pantalla han vigjado una distancia horizontal adicional
de (L - w), para lo cual requiricron (L wj/u, segundos. En este tiempo hay una des-
viacion vertical adicional

L—w e, wll —w)
dy = Uy T

Iy m Uy

Por lo tanto, la desviacion en la pantalla es

ek w
dy = d, +4d, =m—‘; w(L—E).

iy

Las impresoras de chorro de tinta empleadas para la salida de computadores, al
igual que les osciloscopios de rayos catddicos, son dispositives basados en el principio
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de desviacion electrostatica de un flujo de particulas cargadas. Se pasan gotas dimi-

Principio de i ] . . . )
operacién de las nutas de tinta a través de una boquilla vibratoria controlada por un transductor pie-
impresoras de zoeléctrico. Sc¢ suministran cantidades variables de carga a las gotas de tinta

chorro de tinta . . ;
dependiendo de la salida del computador. Las gotas de tinta cargadas pasan por un

par de placas de desviacién donde existe un campo eléctrico estatico uniforme. La
cantidad de desviacion de la gota depende de su carga. Conforme la cabeza de im-
presion se mueve en direccidn horizontal, las gotas de tinta salen de la boquilla y
entran cn contacto con la superficie de impresién en diversas posiciones, formando
asi la imagen impresa.

3-3.1 CAMPOQ ELECTRICO DEBIDO A UN SISTEMA DE CARGAS DISCRETAS

Suponga que un grupo de # cargas puntuales discretas situadas en diferentes posiciones
crea un campo clectrostatico. Puesto que la intensidad de campo eléctrico es una funcion
lineal de (proporcional a) azg/R?, es aplicable el principio de superposicion, y el campo
total E en un punto es ta suma vectorial de los campos causados por todas las cargas indi-
viduales. Denotemos las posiciones de las cargas ¢,, ¢5, ..., ¢, (puntos fuente) con los
vectores de posicion Ry, R, ..., R/, v {a posicién del punto campo donde se calculard 1a
intensidad eléetrica, con R.T A partir de la ecuacidn (3-11) podemos escribir

_ 1 [a(R-RY q;(R—R;)+___+q,(R~R;.}]
dme, | IR—RJ? IR —Rj? R—R. |’

Intensidad do 1 & q(R—-Ry)

campo sléctrice de " 4ney »=1 IR—R}?
un sistema de

cergas puntuales . L . .
discretas Aunque la ecuacidn (3-14) es una expresion concisa, es complicada de usar porque mu-

chas veces es necesario sumar vectores con diferentes magnitudes v direcciones. Una
estrategia mas sencilla seria encontrar E a partir del potencial eléctrice. Veremos esto

(V/m). (3-14)

en la seccién 3-5.

3-3.2 CAMPO ELECTRICO DEBIDO A UNA DISTRIBUCION CONTINUA DE CARGA

Podemos obtener el campo eléctrico creado por una distribucién dc carga continua
integrando (superponiendo} la contribucién de un elemento de carga a toda la distri-
bucién de carga. Remitase a la figura 3-3, donde se presenta una distribucién de carga

* Cuando sea necesario distinguir la notacion de la posicion de un punto fuente de la de un punto campo,
seguiremos e} convenio aceptado de usar coordenadas con prima para la primera y coordenadas sin prima para
la segunda.
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FIGURA 3-3  Campo eléctrico debido a una distribucion de carga continua.
de volumen. La densidad volumétrica de carga p,(C/m?) es, en términos generales, una
funci6n de las coordenadas. Ya que un elemento diferencial de carga se comporta como
una carga puntual, la contribucién a la intensidad de campo eléctrico en el punto fuente
P de la carga p,dv’ en un elemento de volumen diferencial dv' es
i g Ly % |
— 2 4ggR% (1)
Tenemos
Intensidad de 1 Pv 4
campo eléctrico de E= 7 S J.V' AR 12 dv (V/m). (3-16)
una distribucién ¢
volumétrica ;
Si la carga esta distribuida sobre una superficie con densidad superficial de carga
p,(C/m?), escribimos
intensidad de 1 g
campo eléctrico de E= 9 J ag “ﬁ% ds (V/m). (3-17)
una distribucion 0 J3
superficial de carga
Para una carga lineal tenemos
Intensidad de 1 Pe ;
campo eléctrico de E= > = J;_ ag R? d¢ (V/m), (3-18)
una distribucién =

lineal de carga

donde p,(C/m) es la densidad de una linea de carga y L'es la linea (no necesariamente
recta) por la cual se distribuye la carga.
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EJEMPLO 3-3

Determine la intensidad de campo cléetrico de una linea de carga recta, infinitamen-
te larga, con densidad uniforme p,(C/m), en el aire.

SOLUCION

Supongamos que la linea de carga se encuentra sobre ¢l ¢je =/, como se ilustra en la
figura 3-4. Podemos efectuar ¢sta suposicion porque el campo no depende de ¢como
designemos la linea. Observe el convenio de usar coordenadas con prima para los
puntos fuente y coordenadas sin prima para los puntos campo.

En el problema se nos pide que encontremos la intensidad de campo eléctrico en
un punto £ que estd a una distancia » de la linea. Puesto que el problema tiene simetria
cilindrica (es decir, el campo eléctrico es independiente del angulo de azimut ¢), lo mas
conveniente es trabajar con coordenadas citindricas. Reescribimos la ecuacion (3-18)
como

1 R :
E- R4 (V/m) 5,
are, L— P g3 (V/m) (3-182)

En este problema p, es constante, ¥ s¢ elige un elemento de linea o€ = d=z' de manera
£ -
que esté a una distancia arbitraria z' del origen. Es muy importante recordar que R ¢s

FIGURA 3-4  [inea de carga recta ¢ infinitamente larga.
z'4
— dz; a,
; R
z

P
0 : Ncﬂ:‘,.
dEy "~ VdE




Intensidad de
campo eléctrico
debldo a una linea
de carga recta
infinitea con
densidad uniforme

B EJERCICIO 3.3

CariruLo 3 Camros ELECTRICOS ES_TATlcos

el vector distancia que va desde la fitente hasta el punto campo y no en direccion con-
traria. Tenemos

R=ar—a,z. (3-19)
El campo ¢léctrico dE producide por el elemento diferencial de carga pod€ =

p.dz’ es

ppdz ar—a,z

dE =
dne, (r? + 2'2)%2 (3-20)
= al’dE? + aszz,
donde
perdz

B = e+ 27 (3-21)

¥
—pe2 d?
dE, = — % (3-22)

T Aney(r? + 27

En la ecuacién (3-22) hemos descompuesto dE en sus componentes en las direccio-
nes a, y a,. Por cada p,dz’en +z' hay un elemento de carga p,dz’ en -z que produ-
cira un dE con componentes dE, y —dE,. Por lo tanto, las componentes a, se cancelardn
en ¢l proceso de integracién y sélo tendremos que integrar dE, en la ecuacion (3-21);

@ d'
E=aE= p”f 2

rlr = 2 dreg J o (P2 +2H)¥Y’
o sea
Pr
E P ¥/m). 3-23
ey (V) (3-23)

La ecuacién (3-23) es un resultado importante para una linea de carga infinita, Por
supuesto, ninguna linea de carga fisica er4 infinita; no obstante, la ecuacién (3-23) da
el campo E aproximado de una linea de carga recta muy larga en un punto cercano a
la tinea de carga,

Suponga una linea de carga infinitamente larga de 50 (pC/m) paralela al gje yen x =
2(m} y z = 1(m); obtenga la intensidad eléctrica en el punto (-1, 5, -3).

RESPUESTA: —0.18(a 0.6 + a,0.8)(V/m).
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3-4 LEY DE GAUSS Y APLICACIONES

Ley de GGauss

Eleccidn apropiada
de la superficie
gaugsiana

EJEMPLO 3-4

La fey de Gauss se obtiene directamente del postulado de la divergencia de la electros-
tatica, ecuacion (3-3), aplicando el teorema de la divergencia. Se derivé en la ecuacion
(3-6) y se repitc aqui debido a su gran importancia:

EE E'ds=~9—. (3-24)
s €

La ley de Gauss establece que el flujo de salida total del campo £ a fravés de cual-
quier superficie cerrada en el espacio libre es igual a la carga total encerrada en la
superficie, dividida por €,. Observamos que la superficie S puede ser cualquier su-
perficie cerrada hipotética (matemdtica) elegida por conveniencia; no tiene que ser
(v usualmente no es) una superficie fisica.

La ley de Gauss es muy util para determinar ¢l campo E de distribuciones de carga
con ciertas condiciones de simetria, tal como que /a componente normal de la intensidad
de campo eléctrico sea constante sobre una superficie cerrada. En estos casos, la
integral de superficie del lado izquierdo de la ecuacién (3-24) serfa muy ficil de calcular
y la ley de Gauss seria una forma mucho mis eficiente de determinar la intensidad de
campo eléctrico que las ecuaciones (3-16) a (3-18a).

Por otra parte, la ley de Gauss no es muy util cuando no cxisten condiciones de
simetria. Los puntos cruciales para la aplicacién de la ley de Gauss son, primero, la
identificacion de las condiciones de simetria y, segundo, la cleccién de una superficie
apropiada donde la componente normal de E debida a la distribucién de carga dada
sea constante, Tal superficic se conoce como superficie gaussiana. Estc principio basico
ya lo usamos para obtener la ecuacion (3-8) de una carga puntual con simetria csfé-
rica; por consiguiente, una superficic gaussiana apropiada es la superficie de una es-
fera centrada en la carga puntual.

Use la ley de Gauss para determinar la intensidad de campo eléctrico de una linea de
carga recta, infinitamente larga, con densidad uniforme p, en ¢l aire.

SOLUCION

Resolvimos este problema en el ejemplo 3-3 usando la ecuacién (3-18). Puesto que la
linea de carga es infinitamente larga, el campo E resultante debe ser radial y perpen-
dicular a la linea de carga (E = a, £} y no puede existir una componente de E a lo largo
de la linea. Aprovechando la simetria radial, construimos una superficie gaussiana
cilindrica de radio » y longitud arbitraria L con la linea de carga como gje, de la mancra
ilustrada en la figura 3-53. E, es constante en esta superficie y ds = a7 d¢ dz. Tenemos
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Superficie
gaussiana
cilindrica

Linea de carga
uniforme infinitamente

larga, p,

FIGURA 3-5 Aplicacién de la ley de Gauss a una linea de carga infinitamente larga
(ejemplo 3-4).

L (2=x
§ E-ds = J- J' E,rd¢ dz = 2nrLE,.
L 0 0

No hay contribucion de la cara superior o inferior del cilindro porque en la cara su-
perior ds = ar dr d¢, pero E no tiene componente en z, de manera que E * ds = 0.
Sucede lo mismo en la cara inferior. La carga total encerrada por el cilindro es O = p L.
Sustituyendo en la ecuacion (3-24) obtenemos

L
.,
€
(8]
Pe
E= =f —,
%odie By 2neqr

Este resultado es el mismo que el indicado por la ecuacion (3-23), pero lo obtuvimos
de manera mucho mas sencilla. Observe también que la longitud L de la superficie
gaussiana cilindrica no aparece en la expresion final, por lo cual pudimos haber ele-
gido un cilindro de longitud igual a la unidad.

NOTA: Esta misma superficie gaussianaicilindrica no funcionara si la linea de carga es
de longitud finita. ;Sabe por qué?
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EJEMPLO 3-5

Determine la intensidad de campo eléctrico de un plano de carga infinito con densi-
dad superficial de carga uniforme p,.

SOLUCION

El campo E debido a una ldmina cargada de extensién infinita es normal a la ldmina,
Podriamos usar la ecuacion (3-17) para hallar E, pero esto implicaria una integracion
doble entre limites infinitos de una expresion general de 1/R2. Aqui podemos aprovechar
la ley de Gauss.

Elegimos como superficie gaussiana una caja rectangular con caras superior e in-
ferior de drea arbitraria 4 equidistantes del plano de carga, como se muestra en la figura
3-6. Los lados de la caja son perpendiculares a la lamina cargada. Si la lamina cargada
coincide con el plano xy, tenemos entonces en la cara superior

E-ds = (a,E,)"(a,ds) = E_ds.
En la cara inferior,
E:ds = (—a,E,)"(—a.ds)= E_ds.

Puesto que no hay contribucion de las caras laterales, tenemos
§ E-ds = 2E, J. ds = 2E_A.
s A

La carga total encerrada por la caja es O = p, 4. Por lo tanto,

%
apiwn el
€

0

FIGURA 3-6 = Aplicacion de la ley de Gauss a un plano de carga infinito (ejemplo 3-5).

Plano infinito

con carga superficial
uxﬁfo?nfge, P,
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Comparacion de
formas de
iluminacion

EJEMPLO 3-6

de donde obtenemos

Ps
E=aE =a, Zo, z>0, (3-25a)

Ps
o ¥ 52 z<0. (3-25b)

m
Il
|
&0
t
Il

La lamina cargada no siempre coincide con el plano xy (asi que no siempre emplea-
mos los términos de “arriba” y “abajo” del plano), pero el campo E siempre apunta ale-
Jandose de la lamina si p, es positiva. La superficie gaussiana que elegimos pudo haber
sido una caja de cualquier forma, no necesariamente rectangular.

NOTA: No puede elegirse una superficie gaussiana apropiada para este ejemplo si el
plano de carga no es de extension infinita en ambas direcciones o no es plano. ;Puede
explicar por qué?

La forma de iluminar una oficina o un salén de clases puede consistir en bom-
billas incandescentes, largos tubos fluorescentes o paneles de luces en el techo. Es-
tos se asemejan de manera burda a fuentes puntuales, fuentes lineales y fuentes planares,
respectivamente. Con base en las ecuaciones (3-8), (3-23) y (3-25) podemos estimar
que la intensidad luminosa disminuira con rapidez (como el cuadrado de la distancia
a la fuente) en el caso de bombillas incandescentes, con menor rapidez (como primera
potencia de la distancia) para los largos tubos fluorescentes y nada en el caso de pa-
neles en el techo.

Determine el campo E producido por una nube esférica de electrones con densidad
volumétrica de carga p, = —p, para 0 < R < b (tanto p, como b son positivos) y p, =
0 para R > b.

SOLUCION

Primero identificamos que la condicién dada para la fuente tiene simetria esférica. Por
lo tanto, las superficies gaussianas apropiadas deben ser superficies esféricas concén-
tricas. Debemos hallar el campo E en dos regiones, como se ilustra en la figura 3-7.
a) O0sRs)bH
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(o]
s
hd

pb
3¢,

FIGURA 3-7 Intensidad de campo eléctrico de una nube de electrones esférica (ejemplo 3-6).

Se construye una superficie gaussiana esférica hipotética S, con R < b dentro
de la nube de electrones. Sobre esta superficie, E es radial y tiene magnitud
constante:

E=aRER, d8=83d5.
El flujo total de salida E es

§ E'ds - ERJ‘ dS = ER4ﬂR2.
s¢ 5|

La carga total encerrada por la superficie gaussiana es

'[ pydv
¥

4
_an. dv = ‘_pn_ﬂ:Rj‘
v 3

Q

Al sustituir en la ecuacion (3-6) obtenemos

ot L Lo nioig g picy:

3e,

N
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Vemos que dentro de la nube de electrones uniforme, el campo E esta dirigido
hacia el centro y tiene una magnitud proporcional a la distancia al centro.

by R=6
Para este caso construimos una superficie gaussiana esférica S con R > b fue-
ra de la nube de clectrones. Obtenemos la misma expresion de $g, E - 48 que para
el caso (a). La carga total encerrada es
4n
3
Q = —fe _3_ b
Por consiguiente,

g PP
R 3¢,R?’

E= Rz=b.

Observe que esta relacion sigue la ley del inverso del cuadrado y pudo haberse
obtenide directamente de la ecuacidn (3-8). Vemos que E fiera de la nube cargada
es exactamente el mismo que se obtendria si la carga total hubiera estado con-
centrada en una sola carga puntual en el centro. Este resultado generalmente es
valido para cualquier region cargada esféricamente simétrica, incluso si p, es fun-
cidn de R.

W EJERCICIO 3.4 Dado E = a,(20/r}) (mV/m) en ¢l cspacio libre, calcule p, en el punto {3, -4, 1} (cm).

RESPUESTA: —-1.42 (nC/m%).

B EJERCICIO 3.5 Una carpa positiva  se distribuye uriiformemente sobre una capa esférica muy delgada de radio
b en el aire. Encuentre E en todos los puntos. Represente graficamente |E| en funcién de R.

RESPUESTA: 0 para 0 < R < b; a (0/4me,R?) para R > b,

3-5 POTENCIAL ELECTRICO

Antes, al hablar de la identidad nula de la ecuacién (2-105), sefialamos que un cam-
po vectorial con rotacional nulo siempre puede expresarse como el gradiente de un
campo escalar. Por o tanto, podemos definir un potencial eléctrico V escalar a par-
tir de la ecuacion (3-4), de manera que

intensidad de E=-VV (3-26}
campo

electrostatico a : p 5 ; .

partlr del potencial va que las cuntidades escalarcs son mds faciles de manejar que las cantidades vecto-
eléctrico riales. Si podemos determinar V' con mayor facilidad, entonces podemos encontrar E

con una operacidn de gradiente, lo cual no es mds que un sencillo proceso de diferen-
ciacion. En seguida explicaremos la razon por la cual se incluye un signo negativo en
la ccuacion (3-26),
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La diferencia de
potencial
efectrostitico entre
P,y P, exn igual al
trabajo efectuade al
mover una unidad
decargade P, aP,.

El potencial eléctrico tiene importancia fisica y se relaciona con el trabajo rea-
lizado al mover una carga de un punto a otro. En la seccién 3-2 definimos la intensidad
de campo eléctrico como la fuerza que actiza sobre una unidad de carga de prucba. Por
lo tanto, al mover una unidad de carga del punto £, al punto P, en un campo eléctrico
hay que realizar un trabajo en contra del campe, igual a

W Py P
7 “J’m E-d¢  (J/CoV) (3-27)

Para ir de P, a P, pueden scguirse muchas trayectorias, v en la figura 3-8 se ilustran
dos de ellas. Puesto que la trayectoria entre P y P, no esta especificada en la ecua-
cién (3-27), surge la siguiente duda: ;Cémo depende el trabajo de la trayectoria que
se siga? Razonande un poce llegamos a la conclusién de que W/g en la ecuacion
{3-27) debe ser independiente de la trayectoria; si no fuera asi, seria posible ir de P,
a P, por una trayectoria per la que W es mds pequeno y luego regresar a P| por otra
trayectoria, logrando asi una ganancia neta en trabajo o energia. Este resultado iria en
contra del principio de conservacion de la energia. Ya hemos hecho alusién a la na-
turaleza independiente de la trayectoria de la integral de linea escatar del campo irro-
tacicnal (conservativo} E cuando analizames la ecuacién (3-7).

En forma andloga al concepto de la energia potencial en la mecanica, la ecuacion
(3-27) representa la diferencia en energia potencial eléctrica de una unidad de carga
entre ¢l punto P, y el punto P,. Si denotamos la energia potencial eléctrica por unidad
de carga con ¥ (el potencial eléctrice), tenemos

V,—V, = —r’ E-d¢ (V) (3-28)

Py

Le que hemos definido en la ecuacion (3-28) es una diferencia de potencial {volta-
Je electrostitica) entre los puntos P, y P,. No podemos hablar del potencial absolu-
to de un punto, al igual que no podemes hablar de la fase absoluta de un fasor o la altitud

FIGURA 3-8  Dos trayectorias que van de P, a P, en un campo eléctrico.

Traycctoria

Trayectoria (D)
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FIGURA 3-9  Direcciones relativas de E y ¥ creciente.

Eleccidn de un
punto de referencia
a potencial cero

Las lineas de los
campos eléctricos
son perpendiculares
a las lineas y
superficies
equipotenciales.

® EJERCICIO 3.6

absoluta de un lugar geografice; primero hay que especificar un punto de referencia
de potencial cero, una fase de referencia cero (usualmente en 7 = () o una altitud de
referencia cera (por lo general el nivel del mar). En la mayoria de los casos (aunque
ne en todos) el punto de potencial cero se toma en el infinito. Cuando el punto dc
referencia de potencial cero no esta en el infinito {por ejemplo, cuando esta “en tie-
trra”), debe especificarse de manera explicita.

Haremos dos observaciones importantes adicionales acerca de la ecuacion (3-28).
En primer lugar, hay que incluir el signo negativo para estar de acuerdo con el con-
venio de que el potencial eléctrico ¥ aumenta al ir en contra del campo eléctrico E.
Por ejemplo, cuando se conecta una bateria de corriente continua con voltaje ¥, en-
tre dos placas conductoras paralelas, como en la figura 3-9, las cargas positivas y
negativas se acumulan en las placas superior e inferior, respectivamente. El campo E
esta dirigido de las cargas positivas a las negativas, mientras que el potencial aumenta
en direccién opuesta.

En segundo lugar sabemos, a partir de la seccion 2-5, donde definimos el gradiente
de un campo escalar, que la direccidon de V¥ es normal a las superficies con ¥ cons-
tante. Por lo tanto, si usamos lineas de campo dirigidas o lineas de flujo para indi-
car la direccion del campo E, siempre seran perpendiculares a las ffneas equipotenciales
y a las superficies equipotenciales.

Determine el trabajo realizado por el campo eléctrico E = a,x — a,2y (V/m) para mover una
unidad de carga pesitiva desde la posicion P\(-2, 0, 0) hasta la posicién P,(5, ~1, 3). Las
distancias estan en {m).

RESPUESTA: 9.5 ().

3-5.1 POTENCIAL

ELECTRICO DEBIDO A UNA DISTRIBUCION DE CARGA

El potencial eléctrice de un punto a una distancia R de una carga puntual g con res-
pecto al del infinito puede obtenerse facilmente con la ecuacién (3-28):

" 4
V=— L (aR W) “(ag dR),
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Patencial
electrostitico de
una carga puntual
can respecto al del
inflnito

EiemrLO 3-7

de lo cual se obticne

g
V= 4ne,R

(V). {3-29)

Esta es una cantidad escalar y depende unicamente de la distancia R, ademas de 4. La
diferencia de potencial entre dos puntos P, y P, a distancias R, y R,, respectivamen-
te, de g es

i 1 1
Vi, 2 G, V0= oo (Rj = R_l) (3-30)

El potencial eléctrico en R debido a un sistema de » cargas discretas ¢, g5, - . .,
g, localizadas en R}, Ry, ..., R, es, por superposicion, la suma de los potenciales oca-
sionados por las cargas individuales:

1 & 4
V —
4ﬂ€0 g§1 |R—R;|

(V). (3-31)

Puesto que ésta es una suma escatar, ¢n general serd mas ficil determinar E usando el
gradiente negative de ¥ en lugar de la suma vectorial de la ecuacién (3-14).

En la figura 3-10 se muestra un dipolo eléctrico que consiste ¢n dos cargas puntuales
iguales y apuestas +gq y —g, separadas una pequefa distancia . Determine el potencial
V'y la intensidad eléctrica E en un punto arbitrario P a una distancia R > d del dipola.

FIGURA 3-10 Dipola eléctrico.

2




94 - CcariTULO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

SOLUCION

Sean R, y R las distancias de las cargas +g y —¢ al punto campo P, respectivamente.
El potencial ¢n P puede obtenerse directamente de la ecuacién (3-31).

. I L :
"~ 4me, \R, R_}’ (3-32)
Si o <= R, escribimos

R, = (R - g cos 8) (3-33)

d
- (R + 5 508 6). (3-34)

Al sustituir las ecuaciones (3-33) y (3-34) en la ecuacidn (3-32) tenemos

_ 4 1 _ |
Ancs R—gcosﬁ R+Ec0s6
2 2
_ 9 dcosf » qgd cos 8 (3-35)
dre, RY_ %2_ cos28 "~ 4me R

La ecuacién (3-33) puede reescribirse como

- L a
:gzzrzlzacion del V= 4P Rz vy,
: egR
electrostiticoa
partir del momento
dipolar eléctrico

(3-36)

donde p = gd es el momento dipolar eléctrice (unidad en el S1: C - m). (Se ha omi-
tido ¢! signo de “aproximadamente” (~) por cuestiones de sencillez.)
El campo E puede obtenerse de —V V. En coordenadas esféricas tenemos

ev av
= N Hom— g el —
£ ZR " ™Rae
= B (az2 cos 8 + a, sen d). (3-37)
4]

Observe que ¥y E son independientes de ¢, como cra de esperarse.
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m EJERCICIO 3.7

Potencial eléctrico
debidoa
distribuclones de
carga continuas

Un dipolo eléctrico en el erigen tiene momento dipolar a,0.1 (nC-m). Calcule ¥y E en {a)
0, 0, 5 (m)) y (b) (2m), &3, #/8).

RESPUESTA: (a) 36 (mV), 8,14.4 (mV/m);  (b) 113 (mV), 2,113 + 8,97.4 (mV/m).

El potencial eléctrico debido a una distribucion de carga continua confinada en
una region dada se obtiene integrando la contribucion de un elemento de carga sobre
toda la regidn cargada. Para una distribucion volumétrica de carga tencmos

1 2o
V = —_— f . -
ey J‘V_ R W (3-38)
Para una distribucion superficial de carga,
V B 1 p.l d ) V 3 9
“dre, s RYE V) (3-39)
y para una linea de carga,
v L | Peap wy
4ne, 11 R (3-40)

Observe una vez mas que las integrales de las ecuaciones (3-38) y (3-39) representan
integraciones en tres y dos dimensiones, respectivamente.

EJEMPLO 3-8

Obtenga una férmulapara la intensidad dei campo eléctrico en el gje de un disco circular
de radio 4 que tiene una densidad superficial de carga uniforme p,.

SoLucIoN

Aunque el disco tiene simetria circular, no podemos visualizar una superficie a su
alrededor en la cual la componente normal de E tenga magnitud constante; por con-
siguiente, la ley de Gauss no sirve para resolver este problema. En su lugar usamos
la ecuacidn (3-39). Trabajando con las coordenadas cilindricas indicadas en la figu-
ra 3-11 tenemos

ds'=r'dr'd¢’



%6 CAapiTULO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

4

+P(0,0,2)

FIGURA 3-11 Disco con carga uniforme {gjemplo 3-8).

R= 2 +7r2

Et potencial eléctrico-en ¢f punto £(0, 0, z) con un respecto al potencial en un punto
¢n ¢l infinito es

i = b r p d¢
V = —— rr ¢
4ne, j;) .I‘D (22+rf2)11f2

- % [(z2 + b2 — |21,
1]

(3-41)

donde ¢l signo absoluto alrededor de z describe el heche de que ¥ es lo mismo si z ¢s
positive (un punto por encima dei disco) o negativo (un punto debajo dei disco). Por
consiguiente,

av
E=-VV=—a,—
2 oz
a, > [1—z{z2+b%) V2], z>0 (3-42a)
pL N
—a, P [l 4246Y) 7] 2 <O (3-42b)
2¢€q

PREGUNTAS DE REPASO

P.3-1 Escriba la forma diferencial de los postulados fundamentales dec la clectrostatica en el
gspacio libre.

P.3-2 ;En qué condiciones serd solcnoidal e irrotacional una intensidad de campo eléctrico?
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P.3-3 Escriba la forma integral de los posiulados fundamentales de la electrostatica en el es-
pacio libre ¥ enuncie su significado con palabras.

P.3-4 Explique por qué un campo irrotacional se conoce también como campo conservalivo.

P.3-5 ;De qué manera varia la intensidad de campo eléctrico con la distancia para {a) una carga
puntual? (b) ;un dipolo eléctrico?

P.3-6 Enuncie la /ey de Conlomb.

P.3-7 Enuncie la fey de Gauss. En qué condiciones es muy 0til la ley de Gauss para determinar
la intensidad de campe eléctrice de una distribucidn de carga?

I3

P.3-8 Describa las formas en que varia con la distancia la intensidad de campo eléetrico de una
linea de carga recta, infinitamente larga, ¥ con densidad uniforme.

P.3-9 Si el potencial eléctrico en un punto ¢s cero, ;también es cero la intensidad de campo
eléctrico en ese punio? Explique.

P.3-10 Si la intensidad dec campo eléctrico en un punto es cero, jtambién es cero el potencial
cléctrico en cse punto? Explique.

COMENTARIOS

1. Al determinar la intensidad de campo cléetrico, E, de una distribucion de carga,
cs més scncillo aplicar la ley de Gauss si puede hallarse una superficie gaussiana
simétrica que encierre las cargas v sobre la cual la componente normal al campo
sea constante,

2. Sino puede hallarse una superficie gaussiana apropiada, es mas sencillo hallar
primero ¥ (un escalar} ¥ obtener E a partir de -VV.

3. Laslincas de campo dirigidas (lineas de flujo) sicmpre son perpendiculares a las
lineas y a las superficies equipotenciales.

3-6 MEDIOS MATERIALES EN UN CAMPO ELECTRICO ESTATICO

Conductores,
semiconductores y
dieléctricos

Hasta ahora sélo hemos analizado el campo eléctrico de las distribuciones de carga
estacionarias en el espacio libre o cn el aire. A continuacion veremos el comportamiento
de los campos en medios materiales. Los materiales usualmente se clasifican en tres
tipos seglin sus propicdades eléctricas: conductores, semiconductores y aislantes (o
dieléctricos). Considerando un modelo atdmico bdsico para un atomo consistente en
un nucleo con carga positiva y los electrones orbitando a su alrededor, los electrones
en las capas mas externas de los dtomos de los conductores estin unidos débilmente
¥ emigran con facilidad de un atomie a otro. La mayoria de los metales pertenece a este
grupe. Los clectrones de los atomos de los aislanrtes o dicléctricos estan confinados
a sus drbitas; cn circunstancias normales no pueden liberarse, ni siquicra con la apli-
cacitn de un campo eléetrico externo. Las propiedades eléctricas de los semiconductores
cstan entre las de los conductores y las de los aislantes, ya que poseen un nimero
refativamente pequefio de cargas que pucden moverse libremente.
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En términos de la teoria de bandas de los sélidos encontrames que hay bandas
de energia permitidas para los electrones, cada una de las cuales consiste en muchos
cstados de energia discretos ¥ muy poco espaciados. Entre estas bandas de energia puede
haber huecos {gaps) o regiones prohibidas donde ne pueden residir electrones del tomo
de un sélido. Los conductores tienen una banda de energia superior parcialmente llena
con electrones o un par de bandas superiores que se pueden superponer y que se lle-
nan de forma parcial para que los electrones de estas bandas puedan moverse de una
a otra con solo un pequeiio cambio en energia. Los aislantes o dicléctricos son materiales
con la banda superior completamente llena, de manera que la conduccién no pucde ocu-
rrir en condiciones normales debido a la existencia de un gran salto o intervalo de energia
a la siguiente banda superior. Si el intervalo de energia de Ia regidn prohibida es re-
lativamente pequefio, bastan pequefias cantidades de energia externa para exeitar los
electrones de la banda superior llena para que salten a la banda siguiente, dando fu-
gar a la conduccidn. Estos materiales son semiconductores. La propiedad eléctrica
macroscépica de un medio matcrial se caracteriza por un parimetro constitutivo [la-
mado conrductividad, que definiremos en el capitulo 4.

3-6.1 CONDUCTORES EN UN CAMPC ELECTRICC ESTATICO

La carga libre y la
intensidad de
campo eléctrico son
nulas en el interiar
de un conductor en
condiciones
estéticas.

Suponga por el momente que se introducen algunas cargas positivas (o negativas) cn
el interior de un buen conductor. Se establecerd un campo eléctrico en el conductor y
el campo ejercera una fuerza scbre las cargas y hara que se alejen entre si. Iste mo-
vimiento continuara hasta que todas las cargas lleguen a la superficic del conductor y
se redistribuyan de mancra que desaparezcan en el interior tanto la carga como el campo.
Por lo tanto,

Dentro de un conductor
{en condiciones estaticas)

p.=0 (3-43)
E=0 (3-44)

Cuando ne hay cargas libres en el interior de un conductor (g, = 0}, E debe ser igual
a cero porque, de acuerdo con la ley de Gauss, debe desapareccr 1 flujo eléctrico total
de salida a través de cualquier superficie cerrada construida dentro del conductor.
La distribucién de carga en la superficie del conductor depende de la forma de
la superficie. Es obvio que las cargas no estarian en un estado de equilibrio si existiera
una componente tangencial de la intensidad de campo eléctrico que produjera una fuerza
tangencial y moviera las cargas. Por lo tanto, en condiciones estdticas, el campo E sobre
la superficie de un conductor es normal a ln superficie en fodos los puntos. En otras
palabras, ln superficie de un conductor es una superficie equipotenciaf en condiciones
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FIGURA 3-12 Superficie de separacion conductor-espacio libre.

estiticas. De hecho, puesto que E = 0 en todos los lugares dentro de un conductor, todo
el conductor tiene el mismo potencial electrostatico.

En la figura 3-12 se muestra una superficie de separacén entre un conductor y el
espacio libre. Considere el contorno abeda, con anchura ab = c¢d = Aw y altura be =
da = Ah. Los lados ab y cd son paralelos a la superficie de separacién. Al aplicar la
ecuacion (3-7) con Ak — 0 y observar que E en un conductor es cero, obtenemos

gg E-df =EAw=0
abeda

E =0, (3-45)

lo cual indica que la componente tangencial del campo E sobre la superficie de un
conductor es cero en condiciones estdticas. Para hallar E,, la componente normal
de E en la superficie del conductor, construimos una superficie gaussiana en forma de
delgada caja circular con la cara superior en el espacio libre y la inferior en el con-
ductor donde E = 0. Usando la ecuacion (3-6) obtenemos

EE Eods =k A5 mbticsie
5 €o
4]
Ps
E, =2
= (3-46)

Por consiguiente, la componente normal del campo E sobre la frontera conductor-
espacio libre es igual a la densidad superficial de carga del conductor dividida por
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El campo eléctrico
en la superficie de
un conductor en
condiciones
patiticas es
perpendicular a la
superficie, 1a cual
a8 equipotencial.

EJEMPLO 3-9

la permitividad del espacio libre. En resumen, las condiciones en la frontera o con-
dicianes de contorno en la superficie del conductor son

Condiciones en la frontera en una
superficie de separacién conductor-espacio libre

E =0 (3-45)
E, = s (3-46)
€9

Una carga puntual positiva Q estd en el centro de una capa conductora esférica con radio

interior R, y radio exterior R,. Determine E y V como funciones de la distancia radial R.

SOLUCION

La geometria del problema se muestra en la figura 3-13(a). Puesto que hay simeiria
esférica, lo mas sencillo es usar la ley de Gauss para determinar E y luego hallar V por
integracién. Hay tres regiones distintas: (a) K > R,, (b)R,<R<R,y(c)R<R, Cons-
truiremos superficies gaussianas estéricas apropiadas en estas regiones. Por simetria,

se requiere que E = a, E, en las tres regiones.

a)

b}

R > R, (superficie gaussiana $,):

§ E-ds = Eg,4nR? = g,
% €
(4]
. _0
R 4}I€0R2. (3-47)

El campo E es el mismo que el de una carga puntual ¢ sin la presencia de la
capa; esta relacion ya sc dio en a ecuacién (3-8}, El potencial con respecto al
del infinito es

Q

dne R’ (3-48)

R
Vo= —J (Ep)dR =

que es el mismo que se obtuvo en la ecuacion (3-29).
R, < R < R, (superficic gaussiana §,): A partir de la ecuacion (3-44) sabemos que

Eqy, =0, . (3-49)
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Q/AmEyR?
Q/Ame,R?

VII
et ¥
..... 4R}
B 2 . ' o Fe
®) (c)

FIGURA 3-13 Intensidad de campo eléctrico y variaciones de potencial de una carga puntual +Q
en el centro de una capa conductora (ejemplo 3-9).

Puesto que p, = 0 en la capa conductora y dado que la carga total encerrada por
la superficie S, debe ser cero, se habra inducido una cantidad de carga negativa
igual a —Q en la superficie interior de la capa; en R = R,. (Esto también signifi-
ca que se induce una cantidad de carga positiva igual a +Q en la superficie ex-
terior de la capa, en R = R,.) La capa conductora es un cuerpo equipotencial. Por
lo tanto,

Q

V = V = =
- - R=R, 4?I£0R‘,

(3-50)
R < R, (superficie gaussiana S;): Al aplicar la ley de Gauss se obtiene la misma
férmula para Ej; que la de E,, en la ecuacion (3-47) para la primera region:

Q

Egy =—"—.
B3 ™ 4ne R?

(3-51)

El potencial en la regién es

Q
4ne,R




102 CAPITULO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

donde la constante de integracion X se determina al imponer que ¥, en R = R, sea
igual que ¥, en la ecuacion (3-30). Tenemos

ke 2 (1 1

 dneg \R, R; . (3-52)
y

0 v 11
b= 4me, \R o R, R,/ 8-53

Las variaciones de £, y ¥ con respecto a R en las tres regiones estdn represen-
tadas graficamente en las figuras 3-13(b) y 3-13(c). Observe que la intensidad eléctrica
tiene saltos discontinuos, pero el potencial no pierde continuidad. Un saito disconti-

El potenclal es . — , . . . . .
continuo a través de U0 €n el potencial significaria una intensidad de campo eléctrico infinita.

las fronteras.

W EJERCICIO 3.8 Suponga que un tuba de cobre muy largo con radio exterior de 3{cm} y radio interior de 2(cm)
rodea una linea de carga de 60(pC/m) situada en su gje. Calcule

a) Eenr=1(m), 2.5 (cm) y 1.5 (cm}, ¥
b) la diferencia de potencial entre la superficie interior ¥ la exterior del tubo.

RESPUESTA: (a) 1.08 (V/m), 0, 72 {V/m}; (b) 0 (V).

3-6.2 DIELECTRICOS EN UN CAMPQO ELECTRICC ESTATICO

Todos los medios materiales estan compuestos por dtomos con un nucleo con carga
positiva rodeado por clectrones con carga negativa. Aunque las moléculas de los die-
léctricos son neutras a nivel macroscdpico, la presencia de un campo eléctrice externo
hace que se aplique una fuerza a cada particuia cargada y produce pequefios despla-
zamientos de las cargas positivas y negativas en direcciones opuestas. Estas son cargas
ligadas. Los desplazamientos, aungue pequefios en comparacién con las dimensiones
atémicas, polarizan un material dieléctrico y crean dipolos eléctricos. Esta situacidn
se ilustra en la figura 3-14. Ya que log dipolos eléctricos tienen petencial eléctrico
intensidad de campo eléctrico no nulos {véase el ejemplo 3-7), es de esperar que los
dipolos eléetricos inducidos modifiquen el campo eléctrico dentro y fuera del mate-
rial dieléctrico,

Las moléculas de algunos dieléctricos poseen momentos dipolares permanentes,
incluso en ausencia de un campo de polarizacion externo. Estas moléenlas usnalmente
consisten en dos o mds atomos diferentes y se denominan meléculas polares, a dife-
rencia de las moléculas no polares, que no tienen momentos dipolares permanentes.
Un ¢jemplo es fa molécula de agua, H,0, que consiste en dos dtomos de hidrogeno y
uno de oxigeno. Los dtomos no se disponen de manera que la molécula tenga un
maomento dipolar cero; es decir, los dtomos de hidrégene no se encuentran en lados
diametralmente opuestos del Atomo de oxigeno.
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E externo

FIGURA 3-14 Corte transversal de un medio dieléctrico polarizado.

El vector de
polarizacion es la
densidad de
volumen del
momento dipolar
eléctrico

Determinacion del
potencial
electrostaticoa
partir del vector de
polarizacion

Los momentos dipolares de las moléculas polares son del orden de 103° (C - m).
Cuando no hay un campo externo, los dipolos individuales de un dieléctrico polar estan
orientados de forma aleatoria y no producen un momento dipolar neto a nivel macros-
copico. Un campo eléctrico aplicado ejercera un par de torsion sobre los dipolos in-
dividuales y tendera a alinearlos con el campo, de manera similar a la que se muestra
en la figura 3-14.

Para analizar el efecto macroscopico de los dipolos inducidos, definimos un vector
de polarizacion P como

nAr

> P

Petin S e
donde » es el nimero de moléculas por unidad de volumen y el numerador representa
la suma vectorial de los momentos dipolares inducidos que estdn contenidos en un
volumen muy pequefio Av. El vector P, una funcién puntual promediada, es la den-
sidad de volumen del momento dipolar eléctrico. El momento dipolar dp de un vo-
lumen elemental dv’es dp = P dv', que produce un potencial electrostatico (véase la
Ec. 3-36)

dv = P-a;

" 4ne,R? 4d. (3-5%)

Al integrar sobre el volumen V" del dieléctrico se obtiene el potencial debido al die-
léctrico polarizado.

1 P-ap |
£y 4ne, L- RZR s ; (3-56)

donde R es la distancia del volumen elemental dv'a un punto campo fijo.
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Densidad
superflcial de carga
de polarizaclén
aquivalente

Densidad
valumétrica de
carga de
polarizacidn
equivalente

Podemos obtener una interpretacion fisica mas util de los efectos de los dipolos

eléctricos inducidos si observamos los siguientes efectos de superficie y volumen del
vector de polarizacién P

1.

Densidad superficial de carga de polarizacion equivalente, p,,.

En la figura 3-14 podemos ver que las moléculas contribuyen de forma efectiva
a la distribucion de cargas superficiales positivas en la frontera a la derecha y a
la distribucién de cargas superficiales negativas en la frontera a la izquierda. Puesto
que la densidad superficial de carga depende de la densidad de dipolos eléctri-
cos que sobresalen mas alld de las lineas punteadas en una superficie, podemos
ver que la densidad superficial de carga de polarizacion equivalente es

pps=Pra,  (C/m?), (3-57)

Densidad voluméirica de carga de polarizacion equivalente, p,,.

Para una superficie S que limita un volumen V, la carga total neta que sale fuera
de ¥ ¢como resultado de la polarizacion se obtiene integrando la ecuacion (3-57).
La carga neta que permanece dentro del volumen es el negative de esta integral:

—§ P-a_ds
s

3-5
:J’ (—V-P)d[,?:.[ pm)dv, ( 8)
v 3

donde hemos aplicado el teorema de la divergencia para convertir la integral de
superficie cerrada en una integral de volumen. Podemos definir la densidad vo-
fumétrica de carga de polarizacion equivalente como

Q

]

pp=—YP  (C/md). (3-59)

Por lo tanto, cuando no se anula la divergencia de P, el dieléctrico polarizado apa-
renta estar cargado. 8in embargo, come comenzamos con un cuerpo dieléctrico
eléctricamente neutro, la carga total del cuerpo tras la polarizacién debe seguir
siende cero. Este hecho puede verificarse al observar que

Carga total = EE £psds +.[ Ppodt
5 v

:ﬂ;P'andS—j V:'Pdv=0,
5 v

para un cuerpo dieléctrico de forma arbitraria.

¥ Puede hallar una derivacion mas formal en D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics, 2da. ed., subsce-
cion 3-7.1, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Massachusetts, 1989,



3-7 DENSIDAD DE FLUJO ELECTRICQ Y CONSTANTE DIELECTRICA (05

EJEMPLO_ 3-10

Las densidades de carga de polarizacién Py Y Por, Pueden usarse para determinar
los campos de potencial e intensidad eléctrica debidos a un dieléctrico polarizado:

1 o 1 2
V= Bres gs 4 Pre gy
4ne, Eﬁy R 4ne, J;— R

refacion que es equivalente a [a ecuacion (3-56). En el caso de campos electrostiticos,
E=-VV.

El vector de polarizacion en una esfera dieléctrica de radio R, es P = a_P,. Determine
a)  las densidades superficial y volumétrica de carga de polarizacion equivalentes, y

b) la carga total equivalente sobre [a superficie ¥ dentro de la esfera.

SOLUCION

a) La densidad superficial de carga de polarizacién sobre la superficie (R = R,) de
ia esfera es

pps o P.aR = PO(ax'aR)

= P, sen 8 cos ¢.
La densidad volumétrica de carga de polarizacién es
Ppo= —VP= —V-(aPy) =0

b) Carpa total en la superficie,

r 1x
Q,=§pp,ds=j J' Py sen 8 cos ¢ dep dB
o 0

=0
Carga total dentro dec la esfera,

QU = J. ppudv = 0'

Por lo tanto, la carga total en la esfera es @, + (2, = 0, como ¢ra de esperarse,

3-7 DENSIDAD DE FLUJO ELECTRICO Y CONSTANTE DIELECTRICA

Puesto que un dieléctrico pelarizado da lugar a una densidad volumétrica de carga
equivalente p,.. es de esperar que la intensidad de campo eléctrico en un dicléctrico
debido a una distribucion de fuentes dada sea diferente de la intensidad de campo en
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Definicién del
desplazarmiento
eléctrico D

Ley de Gauss
generalizada,
aplicable al espacio
libre y a medios
dieléctricos

el cspacio libre. Especificamente, hay que modificar la divergencia postulada cn la
ecuacion (3-3) para incluir el efecto de p,,; es decir,

1
V-E = —(p,+Pp0) " (3-60)
€0
Usando la ecuacion (3-59) tenemaos
V-iegE + P) = p,. (3-61)

Definimos ahora una nueva cantidad fundamental de campo, la densidad de flujo eléc-
trico o desplazamiento eléctrico, D, de manera que

D=¢E+P (C/m?). (3-62)

El uso del vector D nos permite escribir una relacién de divergencia entre el campo
eléctrico y la distribucion de cargas libres en cualquicr medio, sin tener que tratar de
manera explicita con cl vector de polarizacién P ni con la densidad de carga de po-
larizacién p, . Al combinar las ecuaciones (3-61) y (3-62) obtenemos la nueva ecuacion

vV:D=p, (C/mY, (3-63)

donde p, es la densidad de volumen de las cargas /ibres. Las ccuaciones (3-63} y
(3-64) son las dos ecuaciones diferenciales fundamentales que rigen la electrosta-
tica en cualquier medio. Observe que la permitividad del espacia libre, €,, no apa-
rece de manera cxplicita en cstas dos ecuaciones.

La forma integral correspondiente de la ccuacion (3-63) se obtiene tomando la
integral de volumen en ambos lados. Tencmos

j V-Ddv= j g, du, (3-64)
¥ ¥

9@ Dds=0Q (Q) (3-65)
5

La ccuacion (3-65), otra forma de la ley de Gauss, establece que el flujo fotal hacia
el exterior del desplazamiento eléctrico (o simplemente, el flujo total eléctrico ha-
cia el exterivor) a través de una superficie cerrada es igual a la carga libre totnl
encerrada en dicha superficie.

Cuando las propiedades dicléctricas del medio son lineales e isétropas, la pola-
rizacion cs directamente proporcional a la intensidad de campo eléctrico y la constante
de proporcionalidad es independiente de la direccién del campo. Escribimos
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Susceptibllidad
eléctrica

Definicion de un
medio dieléctrico
lineal ¥y un medig
dialéctrico
hemogéneo

Constante
digléctrica
(permitividad
relativa)

Medio simple

P =c¢zE (3-66)

donde y, es una cantidad sin dimensiones llamada susceptibilidad eléctrica. Un me-
dio dieléctrico es lineal si x, es independiente de £, y homogéneo si ¥, es independiente
de las coordenadas espaciales, §i sustituimos la ccuacidn (3-66) en la ecuacion (3-62)
obtenemos

D =¢€y{l + x,)E

= €¢¢,E = ¢E (3-67)

(C/m?),

donde-

€
€& =14y = a (3-68)

es una cantidad sin dimensiones conocida como permitividad relativa o constante
dieléctrica del medio. El coeficiente € = e,¢, es la permitividad absoluta (con frecuencia
Hlamada simplemente permitividad) del medio y se mide en farads por metro {F/m).
El aire tiene una constante dieléctrica de 1.00059; por lo tanto, su permitividad en ge-
neral se considera como si filera la del espacio libre. En la tabla 3-1 y en el apéndi-
ce B-3 se presentan las constantes dieléctricas de algunos materiales comunes.

Observe que €, puede ser una funcion de las coordenadas espaciales. Si € es in-
dependiente de Ia posicién, se dice que ¢l medio cs Aomogéneo. Un medio lineal, ho-
mogeéneo e isétrepo se denomina medio simple. La permitividad relativa de un medio
simple es una constante. En ¢l caso de materiales anisdéfrapes (como los cristales), la
constante dieléctrica es diferente para distintas direcciones del campo eléctrico y los
vectores I y E tienen direcciones distintas.

TaBLa 3-1 CONSTANTES DIELECTRICAS Y RIGIDEZ DIELECTRICA DE ALGUNOS
MATERIALES COMUNES

Constante
Material dieléctrica Rigidez dieléctrica (V/m)
Adirc (presién atmostérica) 1.0 3 x10°
Aceite mineral 23 15 x 10°
Papel 2-4 15 = 10°
Poliestireno 26 20 x 10°
Caucho 23-40 25 x 10°
Vidrio 4-10 30 x 10°

Mica 6.0 200 = 10°
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3-7.1

RIGIDEZ DIELECTRICA

Rigidez dieléctrica

La rigidez
dleléctrica del aire
es 3 (kV/mm).

Prineipio de un
pararrayos

La intensidad de
campo eléctrico en
una supserficie
conductora es
mayor en los puntos
con mayor
curvatura,

EJEMPLO 3-11

Hemos explicade que un campo eléctrico ocastona pequefios desplazamientos de las
cargas ligadas en un material dieléctrico, dando lugar a la polarizacidn. §i el cam-
po eléctrico es muy fuerte, puede sacar a los electrones de las moléculas. Estos elec-
trones se aceleraran bajo la accion del campo eléctrico, chocaran violentamente con
la estructura molecular de la red y ocasionardn dislocaciones y dafios permanentes
en el material. Puede presentarse el efecto de avalancha de la ionizacién debido a
las colisiones. El material se convertird en conductor y pueden surgir corrientes muy
grandes. Este fendmeno se conoce como ruptura dieléctrica. La intensidad maxima
de campo eléctrico que puede resistir un material dieléctrico sin que se presente una
ruptura se conece como rigidez dieléctrica del material. En la tabla 3-1 se presen-
ta la rigidez dieléctrica aproximada de algunas sustancias comunes, No debe confun-
dirse !a rigidez dieléctrica de un material con su constante dieléctrica.

Un nimero que conviene recordar es la rigidez dieléctrica del aire a la presion
atmosférica: 3 (kV/mm). Cuando la intensidad del campo eléctrico excede este valor,
se “rompe” ¢l aire; ocurre una ionizacién masiva y comienzan a aparecer chispas (des-
carga de efecto corona). La carga tiende a concentrarse en los puntes agudos. Este es
el principio de funcionamiento de un pararrayos, que consiste en una varilla metélica
situada en la parte superior de un edifico de gran altura. Cuando una nube con abun-
dancia de cargas eléctricas se aproxima a un edifico alto equipado con un pararrayos
conectado a tierra, las cargas de un signo opuesto son atraidas desde la tierra a la punta
de la varilla, donde la intensidad de campo eléctrico es maxima. Cuando la intensidad
del campo cléctrico excede la rigidez dieléctrica del aire humedo, ocurre la ruptura y
se ioniza el aire cerca de la punta, convirtiéndose en conductor. Las cargas eléctricas
de la nube se descargan entonces de mancra inofensiva a ticrra a través de un cami-
no conductor.

En el ejemplo siguiente se ilustra el hecho de que la intensidad de campo eléc-
trico tiende a ser mayor en un punto cercano a la superficie con curvatura mayor de
un conductor cargado.

Considere dos conductores esféricos con radios b, y b, (5, > 5}, conectados por un
alambre conductor. La distancia de separacion entre los conductores es muy grande en
comparacion con b,, de manera que puede considerarse que las cargas en los conductores
esféricos tienen una distribucion uniforme. Se deposita una carga total {J en las esferas.
Calcule

a) las cargas en las dos esferas, y
b) las intensidades de campo eléctrico en la superficie de las esferas.
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Q

2,

FIGURA 3-15 Dos esferas conductoras conectadas (ejemplo 3-11).

SOLUCION

a) Remitase a la figura 3-15. Puesto que las esferas conductoras tienen el mismo
potencial,

Qs Gegy

dnegb,  4megh,’

0
0 _b
QZ bZ

De manera que las cargas en las esferas son directamente proporcionales a sus
radios. Sin embargo, como

0 +Q,=0,
encontramos que
b, b,
Ql_b;+bZQ y Qz_bl+b2Q'
b) Las intensidades de campo eléctrico en las superficies de las dos esferas conduc-
toras son
Q, Q,
= E =
Ein 4meyb? y 22 " Ameob3’
de manera que
Eu_ b \* Q, _bz
Buig” (b) B o

Las intensidades de campo eléctrico son inversamente proporcionales a los ra-
dios, siendo mayor la intensidad en la superficie de la esfera menor, que tiene
mayor curvatura.
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EJEMPLO 3-12

Cuando se usa un cable coaxial para transmitir energia eléctrica, el radio del conductor
interior esta determinade por la corriente de carga, y el tamafio total por ¢l voltaje ¥
el tipo de material aislante que se utilice. Suponga que el radio del conductor interno
es r; =2 (mm) y que el material aislante es poliestireno. Determine el radio interior,
r,. del conductor externo para que ¢l cable funcione con especificacién de voltaje de
10 (kV). Para evitar la ruptura debido a los picos de voltaje ocasionados por relam-
pagos y otras condiciones andmalas externas, la intensidad maxima de campo eléctrico
en el material aislante no debe exceder el 25% de su rigidez dieléctrica.

SoLucion

En la tabla 3-1 hallamos la constante dieléctrica y la rigidez dieléctrica del peliesti-
reno: 2.6 y 20 x 105 (V/m), respectivamente. La intensidad eléctrica debida a una linea
de carga p, es, de acuerdo con la ecuacidn (3-23),

4 Pe¢
" 2negE, T

E=akE, =

(3-70)

Como cl cable debera soportar una diferencia de potencial de 10* V entre los conduc-
tores interno y externo, cscribimos

“_ L] _ Fe/d 1 P'_o
10% = J:o E. dr Ineg26) n it
0
i S (S.ineo) x 10, (3-71)
Fy 4 .

Para limitar la intensidad eléctrica a un valor maximo del 25% de 20 » 104, imponemos
que, de acuerdo con la ecuacidén (3-70),

Mix £, = 025X 2010 = 5o
D= i

0 sca

Pr_ ) = (0.25 x 20 x 10°)r, = (5 x 10%) x (2 x 10~3)
5.2meq

= 10~

Al sustituir el valor anterior en la ecuacidn (3-71) se obtiene In(r /¥,) =1 o

=l+4+Inr=1+In(2x107%
=1—-6215= —5215.

In r
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Por consiguiente,

r,=0.0054 (m) 0 5.4 (mm). /

B EJERCICIO 3.9 Sireemplazara el poliestireno del cable coaxial del ejemplo 3-12 por aire, ;cudl seria el maximo
voltaje de funcionamiento en el cable? (Mantenga la restriccion de que la intensidad maxi-
ma del campo no debe exceder el 25% de la rigidez dieléctrica del material aislante.)

RESPUESTA: 1.5 (kV).
B EJERCICIO 3.10 Si desea que el voltaje de funcionamiento de un cable coaxial lleno de aire con radio r, = 2

(mm) para el conductor interior mantenga el valor de 10 (kV) del ejemplo 3-9, ;cual debe
ser ¢l valor de r,?

RESPUESTA: 1.571 (m).

3-8 CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA CAMPOS ELECTROSTATICOS

Los problemas de electromagnetismo usualmente comprenden medios con distintas
propiedades fisicas, y es necesario conocer las relaciones de las cantidades de campo
en la superficie de separacion entre los dos medios. Por ejemplo, quiza queramos de-
terminar como cambian los vectores E y D al cruzar una superficie de separacion. Ya
sabemos cuéles son las condiciones en la frontera que deben satisfacerse en una su-
perficie de separacion conductor-espacio libre (estas condiciones se presentaron en las
ecuaciones (3-45) y (3-46)). __Consider’emos ahora una superficie entre dos medios ge-
nerales, como se ilustra en la figura 3-16.

Construyamos una trayectoria pequefia abcda con lados ab y cd en el medio 1
¥y 2, respectivamente, ambos paralelos a la superficie de separacion e iguales a Aw. Apli-
camos la ecuacion (3-7) a esta trayectoria. Si dejamos que los lados bc = da = Ah se

FIGURA 3-16 Superficie de separacion entre dos medios.
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Condicién en la
frontera de la
componente
tangencial de E

Condicign en la
frontera de la
componente norimal
de D

_CcapiTuLO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

aproximen a cero, podemos ignorar sus contribuciones a la integral de linca de E a lo
largo de la trayectoria, Tenemos

jﬁ E-df =E, Aw+E, (~Aw) = E,,Aw—E5 Aw = 0.
abcda

Por lo tanto,

E,=E; (V/m), (3-72)

lo cual establece que la componente tangencial de un campo E es continua o través
de una superficie de separacion. Cuando los medios | y 2 son dieléctricos con per-
mitividades €, ¥ €,, respectivamente, tenemos

D
2—1“ i NG EA)
Para hallar una relacion entre las componentes normales de los campos en una
frontcra, construimos una pequefia caja circular con la cara superior en ¢l medio 1 y
la inferior en el medio 2, como se tlustra en la figura 3-16. Las caras tienen un drea
AS y la altura de la caja, Ah, ¢s muy pequefia. Al aplicar a la caja la ley de Gauss,

ecuacion (3-65), tenemos

§ D-ds =(D, a,, + D; a,}AS

s
=a,, (D, —D;)AS (3-74}
= psAS’

donde hemos usado la relacién a,, = —a,,. Los vectores unitarios a,, v a,, son normales
y dirigidos hacia afirera de los medios 1 y 2, respectivamente. A partir de la ecuacion
(3-74) obteniemos

4, (D — Dy} = ps, {3-75a)

4]

Dln s Din =/ {C/m?.). (3-?5]}]

donde la normal unitaria de refevencia va hacia afuera del medio 2.

La ecuacion (3-75b} establece que la componente normal del campo D es dis-
continua a través de una superficie de separacidén cuando existe una carga super-
ficial, y que la cantidad de la discontinuidad es igual a la densidad superficial d¢
carga. Si ¢l medio 2 es un conductor, D, = { y la ecuacion (3-75b) se convierte en

DIH=EIE1n=pss (3'?6)

que se reduce a la ceuacidon (3-46) cuando el medie | es el espacioe libre.
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Cuando dos dieléctricos estan en contacto sin cargas libres en la superficie de
separacion, p, = 0 y tenemos

=D (3-77)
0 sea
€ E,=¢6E;, (3-78)

En resumen, las condiciones en la frontera que deben satisfacer los campos eléctricos
estaticos son:

Componentes tangenciales: : By =B (3-79)

Componentes normales: a,,°'(D;,—D,) =p,. (3-80)

Enuncie y explique las condiciones en la frontera que debe satisfacer el potencial eléctri-
co en una supetrficie de separacion entre dieléctricos perfectos con constantes dieléctricas

€,| yEl’Z‘

RESPUESTA: €, dV,/dn = €,0V,/dn, V, = V,.

EJempLO 3-13

Se introduce perpendicularmente una ldmina de lucita (e, = 3.2) en un campo eléctrico
uniforme E, = a,E, en el espacio libre. Determine E,, D, y P, dentro de la lucita.

SOLUCION

Suponemos que la introduccién de la lamina de lucita no perturba el campo eléc-
trico uniforme original E,. La situacién se ilustra en la figura 3-17. Puesto que las

FIGURA 3-17 Lamina de lucita en un campo eléctrico uniforme (ejemplo 3-13).

¥y

Espacio
libre
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EJEMPLO 3-14

superficies de separacidn son perpendiculares al campo eléctrico, sdlo tenemos que
considerar las componentes de campo normales. No hay cargas libres,
La cendicion en la frontera de la ecuacion (3-77) para la superficie de separa-
cién izquierda nos indica
Da’ = ach' = axDa'
0 sea
D" = 8,60 Eli'
No hay cambio en la densidad de flujo eléctrico a través de la superficie de separa-
¢ién. La intensidad de campo elécirico en la lamina de lucita es
1 1 E
Eix_Di=—Df=ax_o.
€ €€, 32

Por consiguiente, ¢l efecto de la lamina de lucita es reducir la intensidad eléctrica. El
vector de polarizacion es cero fuera de la ldmina de lucita (P, = 0); dentro de ésta,

1
P,=D,—¢FE —a(1-—
i i €p L a.\:( 3.2)€0Eo

= a,0.6875¢,E, (C/m?).
Es evidente que una aplicacion similar de la condicién en la frontera (3-77) en la
superficie de separacion derecha dari los valores originales E, y D, en ei espacio li-
bre a la derecha de la lamina de lucita.
;Cambiaria la solucion a este problema si el campo eléctrico original no fuera
uniforme, es decir, si E, = a £()?

Dos medies dieléctricos con permitividades €, ¥ €, estan separados por una frentera
libre de cargas, como se muestra en la figura 3-18. La intensidad de campo eléctrico
en el punto £, del medio 1 tiene magnitud £, y forma un angulo ¢, con la normal. De-
termine la magnitud y la direccidn de la intensidad de campo eléctrico en el punto P,
del medio 2.

SOLUCION

Se requieren dos ecuaciones para resolver las dos incognitas: £,,y E,,. Una vez de-
terminados £,, y £,, se obtienen directamente E, y &, A partir de las ecuaciones
{3-72) y (3-77) tenemos

E, sena, = E, sen a, (3-81)

€, E, cos o, = €,E, cos a,. (3-82)
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FIGURA 3-18 Condiciones en la frontera en la superficie de separacion entre dos medios dieléc-
tricos (ejemplo 3-14).

Al dividir la ecuacion (3-81) por la ecuacién (3-82) se obtiene

tana, € (3-83)
tana, €,

La magnitud de E, es

E, = /E} + E3, = \/(E, sena,)* +(E, cos a,)’

2 |12
& Ii(.‘i'1 sen «,)? +C—' E, cos al) :I 3
2

€, 2 |y2
Bk l:sen2 a + (e_ cos al) : (3-84)

2

0 s€a

;Puede determinar si €, es mayor o menor que €, con solo examinar la figura 3-187

Si el medio 2 es un conductor, no puede haber un campo eléctrico en el medio
2 en condiciones estiticas, y E, en la frontera timicamente tiene una componente normal
(a; = 0). Tenemos E, = a,E,, = a,D, /e = a,p,le, donde p, es la densidad superficial
de carga y a, es la normal hacia afuera de la superficie del conductor.

B EJERCICIO 3.12 Suponga que dos medios dieléctricos isétropos homogéneos con constantes dieléctricas

€, =3 y €, = 2 estan separados por el plano xy. En un punto comun, E, =a, - a5- a4
Encuentre E,, D,, &, y ;.

RESPUESTA: D; = 2¢,E, = 2¢,(a, — 2,5 — a,6), 51.9°, 40.4°.
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PREGUNTAS DE REPASO

P.3-11 ;Por qué no hay cargas libres en el interior de un buen conductor en condiciones
estaticas?

P.3-12 Dcfina el vector de pelarizacién. ;Cudl es su unidad en ¢l 817

P.3-13 ;Qué son las densidades de carga de polarizacion? ;Cuales son las unidades en el
Stlde P-a,yV-P?

P.3-14 ;Qué cs un medio simple?

P.3-15 Defina el vector desplazamiento eléctrico, ;Cual es su unidad en el SI?

P.3-16 Defina la susceptibilidad eléctrica. ;Cuil ¢s su unidad?

P.3-17 ;Cudl es la diferencia entre la constante dieléctrica y la rigidez dieléctrica?
P.3-18 Explique el principio de funcionamiento de un pararrayos.

P.3-19 ;Cuéles son las condiciones en la frontera generales de E y D) en la superficie de separacion
de dos medios dieléctricos diferentes con constantes dieléctricas €, y €,,?

P.3-20 ;Cudles son las condiciones en la frontera de los campos ¢lectrostaticos en la su-
perficie de separacién entre un conductor y unt dieléctrico con permitividad €?

P.3-21 ;Cuél es la condicién en la frontera del potencial electrostitico en la superficie de
scparacion entre dos medios dieléciricos distintes?

COMENTARIOS

1. El campo E en ¢l interior de un conductor es cero en condiciones estéticas.
La superficie de un conductor es equipotencial en condiciones estaticas y cl
campo E es normal a la superficie en todos sus puntos,

3. El potencial eléctrico ¢s continuo en la superficie de separacion entre dos me-
dios dieléctricos diferentes.

4. No confunda la constante dicléctrica de un medio, €,, 50n su permitividad, €. La
primera no tiene dimensiones; la unidad en el SI de 1a segunda es (F/m).

3-9 CAPACITANCIAS Y CONDENSADORES

En la seccién 3-6 vimos que un conductor en un campo eléetrico estatico es un cuerpo
equipotencial ¥ que las cargas depositadas en un conductor se distribuiran sobre su
superficie de manera que desaparezca el campo eléctrico en su interior. Suponga que
el potencial debido a una carga  es V. Si sc aumentara la carga total en un factor &
se Incrementaria la densidad superficial de carga p, en el mismo factor en todos los pun-
tos sin afectar la distribucién de carga, ya que el conductor sigue siendo un cuerpo
equipotencial en una situacién estitica. De la ecuacién (3-39) podemos llcgar a la
conclusion de que el potencial de un conductor aislado es directamente proporcional
a su carga total. Esto también puede verse del hecho de que al aumentar ¥ en un factor
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B

FIGURA 3-19 Un condensador de dos conductores.

Definicién de la
capacitancia

k se incrementa E = —VV en el mismo factor. Sin embargo, de la ecuacién (3-46),
E = a,p /€, se desprende entonces que p,, y por tanto la carga total Q, también au-
mentan en un factor de &. Por consiguiente, la razén Q/¥ no cambia. Escribimos

Q0=CV, (3-85)

donde la constante de proporcionalidad C se denomina capacitancia del cuerpo con-
ductor aislado. Su unidad en el SI es el coulomb por volt o farad (F).

El condensador (o capacitor) es de gran importancia en la practica y consiste
en dos conductores separados por el espacio libre o por un medio dieléctrico. Lgs con-
ductores pueden ser de forma arbitraria, como en la figura 3-19. Cuando se conecta una
fuente de voltaje de corriente continua entre los conductores, ocurre una transferen-
cia de carga que produce una carga +Q en un conductor y —Q en el otro. En la figu-
ra 3—19 se muestran varias lineas de campo eléctrico que se originan de las cargas
positivas y terminan en las cargas negativas. Observe que las lineas de campo son per-
pendiculares a las superficies de los conductores, las cuales son superficies equipoten-
ciales. Podemos aplicar la ecuacion (3-85) en esta situacion si consideramos que ¥ es
la diferencia de potencial entre los dos conductores, ¥, ,. Es decir,

C==  (F) (3-86)

/

La capacitancia de un condensador es una propiedad fisica de un sistema de dos
conductores. Depende de la geometria del condensador y de la permitividad del medio.
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Procedimiento para
determinar C

EJEMPLO 3-15

Podemos determinar la capacitancia C entre dos conductores a partir de la ecuacion
(3-86), usando el procedimiento siguiente:

1.  Elija un sistema de coordenadas apropiado para la geometria especificada.

2.  Suponga cargas +Q y —Q en los conductores,

3.  Encuentre E a partir de O con la ecuacion (3-76), la ley de Gauss u otras
relaciones.

4. Encuentre V,, calculando

1
"’12 = _J. E'd{
]

desde conductor que tiene —(Q hasta el conductor que tiene +0Q.
5. Determine C calculando la razén Q/V,,.

Un condensador de placas paralelas consiste en dos placas conductoras paralelas de
area S separadas por una distancia uniforme d. El espacio entre las placas se llena con
un dieléctrico de permitividad constante e, Determine la capacitancia.

SOLUCION

En la figura 3-20 se muestra un corte transversal del condensador. El sistema de co-
ordenadas apropiado para este ejemplo es el cartesiano. Siguiendo el procedimiento
previamente descrito, colocamos cargas +Q y —Q en las placas conductoras superior
e inferior, respectivamente. Suponemos que las cargas se distribuyen de manera uni-
forme en las placas conductoras, con densidades superficiales +p, y —p,, donde

i
px = S %
A partir de la ecuacion (3-76) tenemos
E=—a Ps —a Q

€ YeS’

FIGURA 3-20 Corte transversal de un condensador de placas paralelas (ejemplo 3-15).

Dieléctrico
(pem}jtividad €)
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Capacitancia de un
condensador de

placas paralelas

que es constante en el dieléctrico si se ignora el efecto marginal del campo eléctrico
en los bordes de las placas. Entonces,

Eedcrare O %\ i
V3= —L_OE d¢ = L( "es) (8,dy) = <d.

Por consiguiente, para un condensador de placas paralelas,

o o
€= S (3-87)

que es independiente de Oy V,,.

B EJERCICIO 3.13 Determine la capacitancia del condensador de placas paralelas de la figura 3-20 comen-

EJEMPLO 3-16

zando con una diferencia de potencial supuesta ¥, , entre las placas superior e inferior,
para luego determinar Q y calcular la razén Q/V, ,.

Un condensador cilindrico, ilustrado en la figura 3-21, consiste en un conductor interno
con radio a y un conductor externo con radio interior 4. El espacio entre los conductores
estd lleno de un dieléctrico con permitividad € y la longitud del condensador es L.
Determine la capacitancia del condensador.

SOLUCION

Para este problema usamos coordenadas cilindricas. Primero suponemos cargas +0
y —0 en la superficie del conductor interno y la superficie interna del conductor ex-
terno, respectivamente. El campo E del dieléctrico puede obtenerse aplicando la ley

FIGURA 3-21 Condensador cilindrico (ejemplos 3-16 y 3-19).

Dieléctrico, €
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de Gauss a la superficie gaussiana cilindrica en el dieléctrico @ < r < b, Si obser-
vamos que p, = O/L, tenemos, a partir de la ecuacion (3-23),

E=acF 0

=il
et o r2ﬂ€Lr

tgnoramos una vez mas los efectos marginales del campo cerca de los bordes de los

(3-88)

conductores. La diferencia de potencial entre los conductores interno y externo es

_ r=a . o a _-52_ .
Vi = Lb Edf = L (a'?.n:eLr) (a, dr)

Q b (3-8%9)
" 27el, tn (E)

Por lo tanto, para un condensador cilindrico,

Capacltancta de un o 2mel

condensador C= v = Y “

cilindrico @ (_) (3-90)
a

W EJERCICIO 3.14 Suponga que la Tierra es una esfera conductora de gran tamafio (radio = 6.37 % 107 km} rodeada
por aire. Encuentre sy capacilancia referida al infinito.

RESPUESTA: 7.08 X 10 * (F).

3-10 ENERGIA Y FUERZAS ELECTROSTATICAS

En la seccién 3-5 indicamos que el potencial eléctrico en un punte de un campo cléctrico
es ¢l trabajo necesario para tracr una unidad de carga positiva desde el infinito {po-
tencial de referencia cero) a dicho punto. Para traer una carga (2, {lentamente, de manera
que pucdan ignorarse la energia cinética y los cfectos de radiacién) desde ¢l infinito
contra ¢l campo creado por una carga @, en el espacio libre hasta una distancia R, ,,
la cantidad de trabajo necesaria es

2,

WZ:QZ%EQZ&!?{GR .
odv 2

(3-91)

Puesto que los campos electrostiticos son conservativos, W, es independicnte de la tra-
yectoria que sigue ;. Otra forma de la ecuacién (3-91) es

2,

W, =
L Ql-‘-l»mzo;Rl2

=, V. (3-92)

Estc trabajo se almacena como energia potencial en ¢l conjunto de las dos cargas,
Cambinando las ecuaciones (3-91) y (3-92) podemos eseribir

W, = HA V) + Q. 1) (3-93)



Energia eléctrica
almacenada en un
sistema de cargas
puntuales discretas

Relacion entre un
joule ¥ un electron-
valt

8 EIERCICIO 3.15
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Suponga ahora que se trae otra carga {J; desde el infinito hasta un punto que esta
a una distancia R, ; de O, y R, ; de {,; s¢ necesita un trabajo adicional igual a

AW=Q3V3=Q3( £ . & ) (3-94)

dneoR,;  dmeyR,,

La suma de AW en la ecuacién (3-94) y W, en la ecuacién (3-91) es la energia potencial,
W,, almacenada en el conjunto de las tres cargas @, (, y O;. Es decir,

Wy Wy 4 AW ) (QIQz L0105 QzQa)_ 5.9

4nes \ Ry, Ry, R,

Podemos reescribir W, de la siguiente manera:
1 g, 0 0 0
Wy=2[¢Q ( + 2 + 1 23
’ 2[ 1 dmeoRy;  4nmegR,; e 4negR,, +4ﬂfoR23

0, 0,
+
s (431'.501{13 = 4ne, R,

=30V + 0.V, + 03). (3-96)

En la ecuacion (3-96), ¥, cl potencial en la posicién de @, se debe a las cargas Q,
¥ (y; es diferente dc V) en la ecuacion (3-92), para el caso de dos cargas. De forma
similar, ¥, y ¥; son los potenciales de 0, y O, respectivamente, en ¢l conjunte dc tres

cargas.

Si extendemos cste procedimiento para incorporar cargas adicionales, llegamos
a la siguicnte cxpresion general de [a encrgia potencial de un grupo de N cargas pun-
tuales discretas en reposo, (El proposito del subindice ¢ en W, es indicar que la energia
es de naturaleza eléctrica.) Tenemos

1 N
W=z X ak O (3-97)
k=1

donde ¥, ¢l potencial eléctrico en @, se debe a las demas cargas.

La unidad en el SI de la energia, ¢l joule (I), es demasiado grande para usar-
se en la fisica de particulas elementales, de manera que es mds conveniente medir
la energia en funcion de una unidad mucho mas pequeda, llamada electrén-voit (V).
Un electron-volt cs 1a energia o el trabajo necesario para mover un cleelrdn en contra
de una diferencia de potencial de un volt.

1EV)=(160 x 107*°) x 1 = 1.60 x 101 (J). (3-98)
La energia en {eV)} es en esencia la que se expresa en (I} por unidad de carga electronica,

Convierta a joules la energia ¢inética de 2 (TeV) del haz de protones de un acelerador de
particulas de alta cnergia muy poderoso.

RESPUESTA:3.20 < [0 7 ().
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B EJERCICIO 3.16 Determine la cantidad de energia necesaria para situar tres cargas puntuales, —1 (¢C), 2 (uC)
y 3 (¢C), en los vértices de un tridngulo equildtero con lades de 10 (cm) en el espacio libre.

RESPUESTA: 0.09 {I).

EJEMPLO 3-17

Encuentre la energia necesaria para formar una esfera de carga uniforme con radio b
y densidad volumétrica de carga p,.

SoLUCION

Dehido a fa simetria, lo mas sencillo es suponer que la esfera de carga se forma a partir
de una sucesion de capas esféricas de grosor 4R. Para el radio R ilustrado en la figura
3-22, el potencial es

Or
Vr = 5
R~ 4re, R

donde (, ¢s la carga total contenida en una esfera de radio R:
Or = pu%nRa'

La carga diferencial en la capa esférica de grosor ¢R es
dQg = p,4nR?*dR,

y el trabajo o la energia para llegar a d( es
4
AW, = VedQy = =~ p2R*dR.
360

Por consiguiente, el trabajo o la energia total para formar una esfera de carga uniforme
de radio b y densidad de carga p, es

4n , [® 4nplb’
= =— R*d4R = J). =
w. J‘dWe 3eg " L IS¢, #)) (3-99)
En funcidn de la carga total
4,
Q= P..-Tb ’
tenemaos
3Q?
= I 3-100
¢ 20megh ¢ ( )

La ecuacién (3-100) nos indica que la energia es directamente proporcional al cuadrado
de la carga total. La esfera de carga de la figura 3-22 puede ser, por ejemplo, una nube
de electrones.
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FIGURA 3-22 Formacidn de una esfera de carga uniforme (ejemplo 3-17).

Es necesario modificar la formula de W, de la ecuacién (3-97) para cargas dis-
cretas si existe una distribucién de carga continua con densidad p,. Para no tener que
pasar por una demostracion aparte, sustituimos O, por p, dv y la sumatoria por una in-
tegracion, para obtener

i o W, = %L p Vv () (3-101)

distribucion de

carga continua
En la ecuacién (3-101), ¥ es el potencial en el punto donde la densidad volumétrica
de cargaes p,y V'es el volumen de la region donde existe p,. Observe que el valor
de W, en la ecuacién (3-101) incluye el trabajo (energia propia) necesario para for-
‘mar la distribucion de cargas macroscopicas, ya que es la energia de la interac-
ci6n entre cada elemento de carga infinitesimal y todos los otros elementos de carga
infinitesimales.

3-10.1 ENERGIA ELECTROSTATICA EN TERMINOS DE CANTIDADES DE CAMPO

La expresion de la energia electrostitica de una distribucion de carga en la ecuacion
(3-101) contiene la densidad de carga fuente p, y la funcion de potencial V. En mu-
chos casos es mas conveniente contar con una expresion de W, en términos de las
cantidades de campo E o D, sin tener que conocer p, de manera explicita. Para ello,
sustituimos p, por V « D en la ecuacién (3-101):

1
W,=§J‘ (V-D)V dv. (3-102)
il
Después, usando la identidad vectorial (Prob. P.2-25), ecuacidn (2-114),
V:(VD)=VV:D + D-V¥, (3-103)
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EJEMPLO 3-18

CAPITULO 3 CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

podemos escribir la ecuacion (3-102) como

€

1
w:_f V-(VD)du——J‘ D-VVdy
2L 2 |y

=l§; VD-a,'ds+lf D-Edy, (3-104)
21s 2 Jv

donde hemos usado el teorema de la divergencia para cambiar la primera integral de
volumen por una integral de superficie cerrada, y hemos sustituide E por -V ¥ en la
segunda integral de volumen. Puesto que V'’ puede ser cualquier volumen que inclu-
ya todas las cargas, podemos elegirle de mancra que sea una esfera muy grande con
radio R. Conforme R — =, el potencial eléctrice V' y la magnitud del desplazamiento
eléctrico D disminuyen segiin 1/R y 1/R?, respectivamente.t E{ arca de la superficie Hi-
mitadera §' aumenta a razén de R Por lo tanto, la integral de superficie de la ecua-
cion (3-104) decrece al menos con una razoén de 1/R y desaparecera conforme R — oz,
D¢ esta manera, sole nos queda la segunda integral del lado derecho de la ecuacion
{3-104):

2

W, =- L D-Edr (). (3-105)

Usando la relacion D = ¢E para un mcdio lineal e isotropo, podemos escribir W, ex-
clusivamente en términos de E.

1
W, = EJ eF?dv (1. (3-106)
"

También podemos definir la densidad de energia electrostitica w, de manera que su
integral de volumen sea igual a la energia clectrostatica total:

W, = L w, du, (3-107}
donde
w, = 3eE? (J/m?3), (3-108)

En la figura 3-23, un condensador de placas paralelas con drea Sy separacion o se carga
con un voltaje V. La permitividad del dicléctrico es €. Encuentre fa cnergia electros-
tatica almacenada.

T Para cargas puntuales, ¥ = [/R y D = 1/R?; para dipolos, ¥ = 1/R2 v D = I/RY,
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Energia eléctrica
almacenada en un
condensador

EJEMPLO 3-19

FIGURA 3-23

SOLUCION

Con la fuente de corriente continua (baterias) conectada en la forma ilustrada, las placa.
superior e inferior tienen carga positiva y negativa, respectivamente. Si ignoramos los
efectos marginales del campo en los bordes, el campo eléctrico en el dieléctrico es
uniforme (sobre la placa) y constante (a través del dieléctrico) y tiene una magnitud de

Utilizando la ecuacion (3-106), tenemos

1 AP B AAT /s
W, = EJ‘V,‘E(E) dv = —2-6(3—) (Sd) = E(e 3) V2, (3-109)

La cantidad entre paréntesis en la ultima expresion, €S/d, es la capacitancia del con-
densador de placas paralelas (véase la Ec. 3-87). Por consiguiente,

w,=icv: () (3-110)

En el ejemplo siguiente se ilustra la forma de usar la ecuacion (3-110) junto con la
ecuacién (3-106) para determinar capacitancias.

Utilice las formulas de energia (3-106) y (3-110) para hallar la capacitancia de un con-
densador cilindrico que tiene una longitud L, un conductor interior de radio a, un
conductor externo con radio interior 5 y un dieléctrico con permitividad €, como se
muestra en la figura 3-21.
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SoLucion

Al aplicar la ley de Gauss, sabemos que

Q
"2nelr’

La energia electrostatica almacenada en la region dieléctrica es, a partir de la ecuacidn
(3-106),

I 0 d
WL:EJ‘,,G(ZneLr) (L2rrdr)

2 3-111
_QF *ar @ ]n(b) ( )

a<r<h

E=3a,E =a

T dnrel ). v 4nmel

a

Por otra parte, podemos expresar W, en funcign de la capacitancia C. A partir de las
ecuaciones (3-110}) y (3-111) tenemos

_C Q Z_QZ__ Q! E
W'-f(g) _f_%e[.ln(a)'

Despejando C obtenemos

lo mismo que se obtuvo cn la ecuacion (3-90),

B EJERCICI0 3.17 Se conectan en serie dos condensadores con capacitancias de 20 (¢F} y 40 (F) a una bate-

ria de 60 (V). Calcule la energia almacenada en cada condensador,

RESPUESTA: 16 (ind), 8 {(mJ}.

3-10.2

FUERZAS ELECTROSTATICAS

La ley de Coulomb rige la fuerza entre dos cargas puntuales. En un sistema mas com-
plejo de cuerpos cargados seria muy tedioso usar la ley de Coulomb para determinar
la fuerza ejercida sobre uno de los cuerpos por las cargas de¢ tos demas. Esta situa-
cidn se presenta incluso en el sencillo caso de la determinacidn de la fuerza entre las
placas de un condensador de placas paralelas cargado. A continuacién analizaremos
un método para calcular la fuerza sobre un objeto en un sistema de cargas a partir de
la energia electrostitica del sistema. Este método se basa en el principio de despla-
zamiento virtaal.

Consideraremos un sistema aislado de cuerpos conductores cargados y dieléctricos
separados entre si sin conexién con el mundo exterior. Las cargas de [os cuerpos son
constantes. Imagine que las fuerzas electrostaticas han desplazado uno de los cuerpos '
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Daterminacién de fa
fuerza slectrostatica
sobre cusrpos
cargados, usando el
método del
desplazamlents
virtual

EJEMPLO 3-20

una distancia diferencial € (un desplazamiento virtual). El trabajo mecanico realizado
por el sistema seria '

dW = Fy-dt, (3-112)

donde F es la fuerza eléctrica total que actiia sobre ¢l cuerpo en las condiciones de car-.
gas constantes. Puesto que se trata de un sistema aislado sin suministro externo de
energia, este trabajo mecanico debe realizarse a expensas de la energia clectrostatica
almacenada; es decir,

dW = —dW, = F, d¢. (3-113)
En la ecuacién (2.51) de la seccién 2-5 se observa que el cambio diferencial de un

escalar ocasionado por un cambio en posicién 4€ es el producto punte del gradiente
del escalar y d¥f; escribimos entonces

AW, = (VW) dt. (3-114)

Puesto que d¥f es arbitrario, comparando las ecuaciones (3-113) y (3-114) tenemos la
siguiente relacién,

Fo=—VW, (N). (3-115)

La ecuacidn vectorial (3-115) es en realidad tres ecuaciones en el espacio tridi-
mensional. Por ejemplo, la fuerza en la direccion x en coordenadas cartesianas es

oW,

(Foh = — 5.

(3-116)

El procedimiento es similar para las otras direcciones.

Determine la fuerza sobre las placas conductoras de un condensador de placas para-
lelas cargado, cuyas placas tienen un 4rea §'y estdn separadas una distancia x por aire,

SOLUCION

Suponemos que hay cargas fijas () en las placas y usamos la ecuacion (3-110) para
escribir la energia eléctrica almacenada como

W, =1CV? =0V ' (3-117)

Si ignoramos el efecto marginal, existe una intensidad de campo eléctrico constante E
entre las placas, donde
Ps Q

E=-aP=_a-%, .
= h g (3-118)
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k.a diferencia de potencial ¥ entre las placas superior ¢ inferior es

e 0
V=— E:a dx=——x -
Jl’la{:a = GDS (3 11 9)

inferior

Al sustituir en ta ecuacion (3-117) el valor de V obtenido en la ecuacién (3-119), para
luego usar la ecuacion (3-116), obtenemos
Qv @*

Bk = = o ™ " 25

(3-120)

El signo negative de la ecuacidn (3-120) indica que la fuerza cs opuesta a la direccién
de incremento de x.

PREGUNTAS DE REPASO
P.3-22 Defina la capacitancia y un condensador.

P.3-23 Escriba la [6rmula de capacitancia de un condensador de placas paralelas de area §
donde las placas estan separadas por un medio con constante dieléctrica €, y espesor 4.

P.3-24 ;Cual es la definicidn de un electron-volt? ;Como se compara con un joule?
P.3-25 Escriba la expresion de la energia electrostatica en términos de E.

P.3-26 Analice el significado y el uso del principio del desplazamicento virtual.

COMENTARIOS

1. Lacapacitancia de un condensador cs independiente de la carga en los conduc-
tores y de la diferencia de potencial entre ellos.

2. Laenergia electrostatica almacenada cn un sistema de cargas discretas puede ser
positiva o negativa.

3. La ecuacidn (3-105) para la cnergia cs vélida para un medio general, pero la
ecuacidn (3-106) sélo sc aplica a un medio lineal e is6tropo.

4. Es posible demostrar que la formula de la energia electrostitica atmacenada dada
por la ecuacidn (3-110) no solo es valida para condensadores de placas parale-
las, sino también para cualguier sistema de dos conductores.

3-11 RESOLUCION DE PROBLEMAS ELECTROSTATICOS CON VALORES EN LA FRONTERA

En este capitulo hemos visto técnicas para determinar la intensidad de campo eléctrico,
¢l potencial eléctrico y la densidad de flujo eléctrico de distribuciones de carga. Sin
embargo, cn muchos problemas practicos no s¢ conoce la distribucién de carga exacta
en todos los puntos ¥ no es posible aplicar de forma dirceta las formulas desarrolla-
das hasta ahora. Por ejemplo, si se especifican las cargas en ciertos puntos discretos
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del espacio y los potenciales de algunos cucrpos conductores, es bastante dificil ha-
llar la distribucién de las cargas superficiales en los cuerpos conductores o la inten-
sidad del campo eléctrico en el espacio. En esta seccion analizaremos algunos métodos
para resolver problemas en los que se especifican las condiciones en la frontera
conductor-espacio libre (o dieléctrico). Estos tipos de problemas se conocen como pro-
blemas con valores en la frontera (o con condiciones de contorno). Primero formu-
laremos las ecuaciones diferenciales que rigen el potencial eféctrico en una situacion
electrostatica.

3-11.1 ECUACIONES DE POISSON ¥ DE LAPLACE

Ecuacion de
Paigson en forma
de operador

En la seccion 3-7 scfialamos que las ecuaciones (3-63) y (3-4) son las ecuaciones di-
ferenciales fundamentales que rigen la electrostatica en cualguier medio. A continuacidn
repetimoes estas ecuaciones:

Ec. (3-63; V-D=p,. (3-121)

Ee. (34) VxE=0 (3-122)

La naturaleza irrotacional de E, indicada por la ecuacidn (3-122), nos permite definir
un potencial eléctrico escalar ¥, como en la ccuacion (3-26).

Ee. (3-26): E=_VV (3-123)
En un medio lincal ¢ isétropo, D = €E y la ecuacion (3-121) s¢ convierte en

V+€¢E = p,. (3-124}
Al sustituir la ecuacion (3-123) en la ecuacion {3-124) se obtiene

Y- {eVV) = - p,. (3-12%)

donde € puede scr una funcidn de la posicidn. En el case de un medio simple (cs decir,
un medie que también es homogéneo), € s constante y puede sacarse de la operacion
de divergencia. De esta manera tenemos

Vip = - B (3-126)

En la ccuacion (3-126) se ha introducido un operador nucvo, V2 {del cuadrado), ¢l
operador laplaciano quc representa “la divergencia del gradiente de” o V - V. La ecua-
cidn (3-126) se conoce como ecuacicn de Poisson. En coordenadas cartesianas,

-

VI =V-VV RV S AN S
= : ={4a,—— . Pl A P a,— PR T
ax “’ay Jz Ix oy iz
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Ecuacitn de
Poisson en
coordenadas
carteslanas

Ecuaclon de
Laplace en forma de
operador

y la ecuacion (3-126) se convierte en

62V+32V+62Vw Py Vim?
B g UVmaE (3-127)

De forma similar, podemos usar las ecuaciones (2-70) y (2-57) para verificar las siguien-

tes expresiones de V2F en coordenadas cilindricas y esféricas.
Coordenadas cilindricas:

_1a( 6V) 18*y 9%V

viy e Nl -
ror r@r +r26¢2+6zz'

(3-128)

Coordenadas esféricas:

1 @ av 1 G, av 1 otV
ViV = ——| R?— ha ay 1 v )
( EJ‘R) * stenﬂae(sene 39) * R¥sen?§3¢% (3-129)

La resolucion de fa ecuacion de Poisson en tres dimensiones sujeta a condiciones en
la frontera prescritas normalmente no es una tarea sencilla.

En aquellos puntos de un medio simple donde no hay cargas libres, p, =0y la
ecuacion (3-126) se reduce a

ViV =, (3-130)

que se conoce como ecuecion de Laplace. La ecuacion de Laplace ocupa un lugar muy
importante en el electromagnetismo. En coordenadas cartesianas tenemos

RV PV 3V

Ecuacién de + it =0 3-1313
Laplace en ax? ay2 9z ¢
courdenadas

cartesianas

3-11.2 PROBLEMAS CON VALCRES EN LA FRONTERA EN COCRDENADAS CARTESIANAS

EJEMPLO 3-21

El caso mas sencillo es cuande ¥ es una funcién de una sola coordenada. [lustraremos
esta situacién con un ejemplo.

Dos placas conductoras paralelas estdn separadas por una distancia d y se mantienen
a potenciales de ¢ y ¥, como se ilustra en la figura 3-24. La region entre las placas
esta llena con una distribucion continua de electrones que tiene densidad volumétri-
ca de carga p, = —pyy/d. Suponga que el efecto marginal en los bordes es insignificante
y determine '



Fd 1l RESOLUCION DE PROBLEMAS ELECTROSTATICOS... 131

FIGURA 3-24 Condensador de placas paralelas (ejemplo 3-21).

a) el potencial en cualquier punto entre las placas, y
b) las densidades superficiales de carga en las placas.

SOLUCION

a) La ecuacion determinante es la ecuacion de Poisson (3-127), que se simplifica a

d’V(y) _ Po
B, A (3-132)
Al integrar dos veces la ecuacion (3-132) tenemos
V0) =22 )% + Cyy + . (3-133)
6€od

Las condiciones en la frontera sobre las dos placas conductoras son:
Eny=0-V=0=C;

pod’
6o

Al sustituir los valores anteriores de C, y C, en la ecuacion (3-133) obtenemos
la solucion de la ecuacion de Poisson (3-132).

Eny:d’ V = VD"

Vs soud
V(y) = Ddy’ + (; 20) (3-134)

La intensidad de campo eléctrico es —VV.

v - Vo pod
E(y)=—=y5 [zi.,d +( 2 :eo)]‘ (3-135)

b) Las densidades superficiales de carga sobre las placas conductoras pueden de-
terminarse de la condicién en la frontera expresada por la ecuacion (3-46).
En la placa inferior, y = 0.

| Z d
a, = a,, pﬂzeﬂ‘g"=_e"do+%'
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En la placa superior, y = 4.

€W, d
a, = —a,, Psu = _GOEJ'H:JL_O—{_%

En este caso, p,, # —p,, ¥ ¥a no tiene sentido calcular la capacitancia,

B EJERCICIO 3.18 Demuestre que las sipuientes funciones de potencial satisfacen la ccuacion bidimensional
de Laplace:

al Ade *senkyy

b) Asen(mt) h igi
5 x |cos E—[a—y} |

donde 4, &, a ¥y b son constantes.

3-11.3 PROBLEMAS CON VALORES EN LA FAONTERA EN COORDENADAS CILINDRICAS

l.a ceuacion de Laplace para el potencial eléctrice escalar ¥ en coordenadas cilin-
dricas es, a partir de la ecuacion {3-128)

1 oV 1 8%V % oV 0 _
i i P e — = . s
f::::::::e rar\ Or r2dg? a2t (3-136)
cci""f::::::“ Es bastante complicado obtener una solucion general de la ecuacion (3-136). En aquellos

casos donde hay simetria cilindrica (92 V/d¢* = 0) y la dimension longitudinal ¢s muy
grande en comparacidn con el radio {@?V/dz2 = 0); la ecuacién (3-136) se reduce a

d [ dvy_ o
i @ (3-137)

y V es funcion unicamente de la dimension radial r. La ecuacidn (3%137) puede inte-
grarse dos veces para dar

V()= C,Inr + C,, (3-138)

donde ias constantes de integracion C, y €, estan determinadas por las condiciones en
la frontera de los problemas.

B EJERCICIO 3.19 El radic dcl conductor interne de un largo cable coaxial cs . Et radio interior del condue-
tor externo ¢s b. Si los conductores interior y exterior sc mantienen a potenciales de ¥ y
0, respectivamente, determine el potencial eléctrica y la intensidad de campo eléctrico en
¢l material aislante resolviendo la ecuacién de Laplace.

RESPUESTA: ¥ = VyIn(b/F)In{b/a), E = a Vy/r - In(b/a).

Si el problema es tal que el potencial eléctrico sélo cambia en la direccion cir-
cunferencial y no en las direcciones r y z, la ecuacion (3-136) se reduce a
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: an—O 3-139
r2 a¢2 - (3-139)

Ilustraremos este caso en el siguiente ejemplo.

Dos planos conductores aislados infinitos que se mantienen a potenciales de 0 y ¥,
constituyen una configuracion en forma de cufa, como se ilustra en la figura 3-25.
Determine las distribuciones de potencial en las regiones:

a) O<¢<a vy

b) a<¢<2n

SoLUCION

Tenemos dV/dr =0y ¥ /dz = 0. Puesto que se excluye la region en » = 0, 1a ccua-
cion (3-139) se convierte en

& 0 3-140
PrEi (3-140)
V sdlo depende de ¢ y puede obtenerse de la ccuacion (3-140) integrando dos veces.
Vig)= K¢ + K,. (3-141)
Las dos constantes de integracion, X, y K,, se determinan de las condiciones en la
frontera.
a) Para0 <9< a:
Ena =40, Vi) =0=K,. (3-142a)
Eng=a, Viw=V,=K,a K, =V« (3-142b)

Por lo tanto, de la ecuacién (3-141),

Ve

FIGURA 3-25 Dos planos conductores aislados infinitos, mantenidos a potenciales constantes
{ejemplo 3-22).
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b) Parae=¢=2m

En ¢ = o, Vie) = ok, + K. (3—144a)
En¢ =2m, V(2n)=22K, + K,. (3-144b)
Resolviendo las ecuaciones (3-144a) y (3-144b) tenemos
K Yo (3-145a)
= — -145a
! 2n—u
¥
nl,
s —— 3-145b
P dn—a ( }
Finalmente, de la ecuacion (3-141} obtenemos
¥
V(@) =z-"—(2n—¢), a<¢<n (3-146)
2n—u
3-11.4 PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA EN COORDENADAS ESFERICAS

EJEMPLO 3-23

Podemos obiener las ecuaciones de Poisson y Laplace para el potencial eléctrico es-
calar ¥ en ceordenadas csféricas usando la ecuacién (3-129). En el ejemple siguien-
te se analizara un caso unidimensional simplificado.

Los radios interior y exterior de dos delgadas capas esféricas conductoras y concén-
tricas son R,y R, respectivamente. El espacio entre las capas esta lleno con un ma-
terial aislante. La capa interior se manticne a un potencial ¥, y la exterior a ¥,
Determine la distribucion de potencial en el material aislante resolviendo la ecuacién
de Laplace.

SoLucIoN

Puesto que la situacion presentada en la figura 3-26 ticne simetria esférica, el poten-
cial eléctrico es independiente de 8y ¢. Al sustituir la ecuacién (3-129) simplificada
en la ecuacidn (3-130) sc obtiene la signiente ecuacion vwnidimensional de Laplace.

d av
— R __1=0 =
IR ( dR) {3-147)
Al integrar una vez la ecuacion (3-147) con respecto a R se ticne
v C,
= (3-148)

Una scgunda integracién produce

C
= —?‘-u:z. (3-149)
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FIGURA 3-26 Dos capas conductoras concéntricas mantenidas a potenciales constantes
(ejemplo 3-23).

Las dos constantes de integracion, C, y C., se determinan a partir de las condi-
ciones en la frontera en las dos capas conductoras.

EnR=R,
C
4 i S (3-150a)
i
EnR=R,
C
V; = ~=d Oy (3-150b)
La solucién de las ecuaciones (3-150a) y (3-150b) nos da
__ RR Wy - V)
C, = s (3-151a)
y
R, V; — RV, :
C; _ﬁ. (3-151b)

Por lo tanto, la distribucién de potencial entre las dos capas es, utilizando las ecuaciones
(3-149), (3-151a) y (3-151b),

1 [RiR,
V(R) =2 _R_[ :R (V.—Vz)+R,V;—R.V1]. Ri<R<R,. (3-152)

Podemos observar en la ecuacion (3-152) que ¥ es independiente de la constante die-
léctrica del material aislante.




136

~ CcAPiTULO 3  CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

® EJERCICIO 3.20 Encuentre la distribucidn de potencial en la region R =R, del gjemplo 3-23,

RESPUESTA: ¥ = R, V,/R.

3-11.5 METODO DE IMAGENES

El método de
imagenes simplifica
la resoluclon de
ciertos problemas.

Teorema de
unicidad

Hay una clase de problemas de electrostatica con condiciones en la frontera que al
parecer son dificiles de satisfacer si se resolviera de forma directa la ecuacidn de Poisson
o de Laplace que las rige, pero las condiciones sobre las superficies limitadoras de ¢stos
problemas pueden establecerse mediante cargas imagen adecuadas, pudiéndose entonces
determinar las distribuciones de potencial de forma bastante sencilla. Este método de
sustituir las superficies limitadoras por cargas imagen apropiadas, en lugar de inten-
tar una resolucién formal de la ecuacidn de Poisson o de Laplace, se conoce como
método de imdgenes.

Antes de analizar el método de imagenes, es importante saber que ura solucion
de la ecuacion de Poisson (de |a cual la ecuacion de Laplace es un caso especial) que
satisface un conjunto de condiciones en la frontera (o de contorng) es una solucion
sinica. Este enunciado se conoce como feprema de unicidad. Debido al teorema de uni-
cidad, 1a solucion de un problema electrostético que satisface un cenjunto de condi-
ciones en la frontera es la unica solucion posible, sin importar el método con el cual
se obtenga la solucion, Incluso una solucidn obtenida por estimaciones realizadas de
forma inteligente sera la Gnica correcta. Ei teorema de unicidad puede demostrarse for-
malmente,’ pero aqui simplemente aceptaremaos su veracidad.

A continuacién analizaremos varias aplicaciones importantes del método de
imagenes.

A. Cargas puntuales cercanas a planos conductores

Tlustraremos este tipe de problemas con un ejemplo.

EJEMPLO 3-24

Una carga positiva () estd situada a una distancia o sobre un gran plano conductor
conectado a tierra (potencial cera), como se muestra en la figura 3-27(a). Calcule
(a) el potencial cn un punto arbitrario P(x, , 2) de la region y > 0 y (b} la dis-
tribucion de carga inducida sobre la superficie del plano conductor.

SOoLUCION

a)  Un procedimiento formal para la resolucion de este problema requeriria re-
solver 1a ecuacidn de Poisson en la regidn y > 0 sujeta a la condicion en
la frontera V' = 0 en y = 0 v en el infinito. Es bastante dificil obtener de

t Véase, per ejemplo, D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics, 2da. ed., pags. 158-159, Addison-
Wesley Publishing Co., Reading, Massachusetts, 1989,
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forma directa esta solucion. Por otra parte, si eliminamos el plano conductor
imagen de ung

carga puntual cerca y lo sustituimos por una carga puntual imagen —(Q en y = —, como se muestra
de un gran plano en la figura 3-27(b), no cambiarian ni la situacién en la region y > 0 ui las
conductor

condiciones en la frontera. Observando la figura 3-27(b) podemos escribir
el potencial en un punto P(x, y, z) debido a las dos cargas.

vy & (L
= AR, TR
_ @ [ !
dneol \/x2 + (y — d)? + 2?
_ : ] ¥30 (3-153a)
VX (y+d)? 42
Y
Vix,y,2)=0, y<0 (3-133b)

Puesto que se satisfacen las condiciones en la frontera especificadas, las
ecuaciones (3-153a) y {3-153b) representan la solucién correcta, en virtud
del teorema de unicidad.

b)  Para hallar la distribucién de carga inducida sobre la superficie conductors,
primero se determina la intensidad de campo eléctrico. A partir de la ecua-
cion (3-153a) tenemos

E=-VV

Q0 jax+tafy—d)+az & t+aly+d)+az
T Amey |[xP 4 (y —d)? + 221P7 [x2 4 (v + d)? + 2273

y20. (3-154)

FIGURA 3-27 Carga puntual y plano conductor puesto a tierra (ejemplo 3-24).

Pix, . z)

)?
0,d.0)

Plano conductor |
puesto a tietra
& .

s 2 \Planoy=0

(a) Disposicion fisica.

{Carga imagen}

{b} Carga imagen y lineas de campo.
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La densidad superficial de carga inducida es, a partir de las ecuaciones
(3-46) y (3-154),

el o1
Ps = €ghiy = 277.'()62 +d% + 22)3I2 E (3-155%)

¥=0

Debemos subrayar que el método de imagenes tnicamente puede usarse para
determinar los campos en la region donde no se encuentran las cargas ima-
gen. Por ello, en el ejemplo 3-24 no podemos usar las cargas puntuales +Q
y —( para calcular ¥ o E en la regién y <0, De hecho, tanto ¥ como E son
nulos en la region y < 0,

B EJERCICIO 3.21 Encuentre la cantidad total de carga inducida en la superficie del plano conductor infinito
del ejemplo 3-24.

Linea de carga
imagen

RESPUESTA: —().

B.

Linea de carga cercana a un cilindro conductor paralelo

Consideremos ahora el problema de una linea de carga p, (C/m} situada a una
distancia & del eje de un cilindro circular conductor paralelo de radio a. Se su-
pone que tanto la linea de carga como el cilindro conductor son infinitamente
largos. En la figura 3-28(a) se muestra un corte transversal de esta disposicion.
Antes de atacar cl problema por el método de imagenes hay que sefialar lo siguien-
te: (a} La imapgen debe ser una linea de carga paralela dentro del cilindro para que
la superficie cilindrica en » = ¢ sea equipotencial. Llamemos a esta linea de carga
imagen g, (2) Debido a la simetria con respecto a la linea OP, la linea de car-
ga imagen debe estar en algin lugar a lo largo de OP, digamos en el punto P, que
estd a una distancia 4, del eje (Fig. 3-28b). Debemos determinar dos incdgnitas:
p;yd,.

Como primer paso, supongamaos gue

Pi= —pr. (3-156)

En esta etapa, la ecuacidn (3-156) es sélo una solucién de prueba (una estima-
cidn inteligente} v no tenemos la seguridad de que sea valida. Usaremos esta so-
lucidn de prueba hasta descubrir que no satisface las condiciones en la frontera.
Sin embarge, si la ecuacién (3-156) conduce a una solucion que satisface todas
las condiciones en la frontera, entonces serd la Gnica solucidn, debido al teore-
ma de unicidad. Nuestro siguiente trabajo sera ver si podemos determinar 4,

El potencial eléctrico a la distancia » de una linea de carga con densidad g,
puede determinarse integrando la intensidad de campo eléctrico E dada por la ecua-
cidn (3-23):
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’T(pe)

(a) Linea de carga y cilindro conductor paralelo. (b) Linea de carga y su imagen.

FIGURA 3-28 Corte transversal de una linea de carga y su imagen en un cilindro circular con-
ductor paralelo.

i Beii il r
V=—1 Edr=— -[+dr=_pL 0 =
J‘m 2n€0 oot 2meq In = (3-157)

Observe que el punto de referencia del potencial cero, r,, no puede estar en in-
finito, ya que si asignamos r, = @ en la ecuacién (3-157), V seria infinito en todos
los demaés puntos. Dejemos r, sin especificar por el momento. El potencial en un
punto sobre o fuera de la superficie del cilindro se obtiene sumando las contri-
buciones de p,y p, Especificamente, para un punto M sobre la superficie del
cilindro presentado en la figura 3-28(b) tenemos

r r
2neg  r  2meq r;  2meq

Fi
ln;- (3-158)

Por cuestiones de sencillez, en la ecuacion (3-158) hemos elegido como punto
de referencia de potencial cero un punto equidistante de p,y p, para que se
cancelen los términos In r,. De no haberlo hecho, seria necesario incluir un término
constante en el lado derecho de la ecuacién (3-158), aunque no afectaria lo que
sigue. Las superficies equipotenciales estan especificadas por

% — constante. (3-159)

Para que una superficie equipotencial coincida con la superficie cilindrica
(@= a), el punto P, debe estar situado de manera que los tridngulos OMP,
y OPM sean similares. Estos triangulos ya tienen un angulo comin, £ MOP,.
Debemos elegir el punto P; de manera que £LOMP, = £LOPM. Tenemos

I
|
I
(]
=]
5
&
s
o

(3-160)
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De la ecuacion (3-160) podemos ver que si

aZ
di=— (3-161)

ia linea de carga imagen —p,, junto con p,, hard que la superficie cilindrica pun-
teada de la figura 3-28(b) sea equipotencial. Si ¢l punto M cambia de posicion
en el circulo punteado, también cambiardn r; y r; sin embargo, su razén sigue
siendo una constante igual a a/d. El punto P, se denomina punte inverso de P con
respecto a un circulo de radio a.

La linea de carga imagen p, = —p, puede entonces sustituir a la superficie
cilindrica conductora ¥ podemos determinar V' v E en cualquier punto fuera de
la superficie a partir de las lineas de carga p,y —p,. Por simetria, vemos que la
superficie cilindrica paralela que rodea a la linea de carga original p,, con radio
a y €je a una distancia o a la derecha de P, también es una superficie equipotencia.
Esta observacion nos permite calcular la capacitancia por unidad de longitud de
una linea de transmision abierta formada por dos conductores paralelos de sec-
cién transversal circular,

EJEMPLO 3-25

Determine la capacitancia por unidad de longitud entre dos largos alambres con-
ductores circulares paralelos de radio a. Los ejes de los alambres estin separa-
dos una distancia 2.

SOLUCION

Remitase al corte transversal de la linea de trasmisidén de dos alambres que se
muestra en fa figura 3-29. Las superficies equipotenciales de los dos alambres pue-
den considerarse como generadas por un par de lineas de carga +p, y —p, separa-
das por una distancia (D — 2d)) = d — d,. La diferencia de potencial entre los dos
alambres es la que existe entre dos puntos cualesquiera de los alambres respectivos.
Denotemos con los subindices 1y 2 los alambres que rodean a las lineas de carga
equivalentes +p, y —p,, respectivamente. A partir de las ecuaciones (3-158) y
(3-160) tenemos ’

Pe a
V, = In
" 2re, d

y, de manera similar,

re a
p In-.

B ==
' 2rne, d
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pranidt-s ddasesue B

FIGURA 3-29 Corte transversal de una linea de transmision de dos alambres y lineas de carga
equivalentes (ejemplo 3-25).

Capacitancia por
unidad de longitud
de alambres
paralelos

Observamos que ¥, es una cantidad positiva, mientras que ¥, es negativa porque
a <'d. La capacitancia por unidad de longitud es

Co Pt _ T
V,—V, In(d/a)’ (3-162)
donde
2
a
¥ e e e e
1] D d *

de donde obtenemos'

d=4D + /D* — 4a?). (3-163)

Si usamos la ecuacién (3-163) en la ecuacion (3-162) tenemos

T€p
" mlDRa+ JORr =1 (3-164)

Como
In[x + /x* — 1] =cosh ™ 'x parax > 1,

la ecuacion (3-164) puede escribirse alternativamente como

C ey
R D v (/) (3-165)

f La otra solucion; d =+ (D- 1} D*— 4" )se descarta porque normalmente D y d son mucho mayores

que a.
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Cuando ¢l didmetro de los alambres es muy pequefio en comparacién con la dis-
tancia que los separa, (D/24) > |, la ecuacién (3-164) se simplifica a

_ meg .
C<bwm ™ _ (3-166)

W EJERCICIO 3.22 Una larga linea de transmision de energia, de 2 (¢m) de radio, es paralela a la tierra y esta
situada a 10 (m) sobre ésta. Supeniendo que la tierra es un plane conductor infinito, encuentre
la capacitancia por metro de linea con respecto a la tierra.

RESPUESTA: 8.04 {pF/m).

PREGUNTAS DE REPASO

P.3-27 Escriba ¢n notacion vectorial las ecuacioncs de Poisson y de Laplace para un me-
dio simple.

P.3-28 Escriba las ecuaciones de Poisson ¥ de Laplace en coordenadas cartesianas para un
medio simple.

P.3-29 Si V2U = 0, ;por qué no sale que U/ sea idénticamente cero?
P.3-30 Se aplica un voliaje fijo a un condensador de placas paralelas.

a} ;La intensidad de campo eléctrico depende de la permitividad del medio en ¢l es-
pacic entre las placas?

b) ilLa densidad de fluje eléctrico depende de la permitividad del medio? Explique.

P.3-31 Suponga que se depositan cargas fijas +Q y -0 sobre las placas de un condensa-
dor de placas paralelas aislado.

a) ;La intensidad de campe eléctrico depende de |a permitividad del medio en el es-
pacio entre las placas?

b} ;La densidad de fujo eléctrico depende de la permitividad de! medio? Explique.
P.3-32 Enuncie con palabras el teorema de unicidad de la electrostatica.

P.3-33 ;Cudl es la imagen dec una nube esférica de clectrones con respecto a un plano con-
ductor infinito?

P.3-34 ;Cudl es la imagen de una linea de carga infinitamente larga con densidad pPecon
respecto a un cilindro cireular conductor paralelo?

P.3-35 ;Cual es la superficie de potencial cero de la linea de transmision de dos alambres
de la figura 3-297

COMENTARIOS

1. Laecuacion de Poisson (3-126) y la ecuacién de Laplace (3-130) no son validas
si ¢l medio es no lineal, no homogéneo o anisotropo.

2. El método de imagenes séfo puede usarse para determinar los campos en la
regién donde no se localizan las cargas imagen.
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RESUMEN

Este capitulo estudia los campos eléctricos estaticos de cargas en reposo y que no
cambian con ¢l tiempo. Tras definir la intensidad de campo eléctrico E como la fuerza
por unidad de carga,

« . presentamos los dos postulados fundamentales de la electrostatica en el espacie libre
que especifican la divergencia y el rotacional de E;

+ derivamos la ley de Coulomb y la ley de Gauss, lo que nos permitié determinar el
campo eléctrico debido a distribuciones de carga discretas y continuas;

« presentamos el concepto del potencial eléctrico escalar;
« consideramos el efecto de los medios materiales en un campe eléctrico estitico;

« analizamos el efecto macroscépico de los dipolos inducidos, hallando las densidades
de carga de polarizacion equivalentes;

« definimos la densidad de flujo eléctrico o desplazamiento eléctrico, D, v la cons-
tante dieléctrica;

» analizamos las condiciones en la frontera de los campos eléctricos estaticos;

«+ definimos la capacitancia y explicamos el procedimiento para determinarla;

+ encontramos las formulas de la energia electrostatica almacenada;

« usamos €l principio del desplazamiento virtual para calcular la fuerza sobre un objeto
en un sistema cargado;

« presentamos las ecuaciones de Poisson y de Laplace e ilustramos el método de
resolucién de problemas simples, ¥

« explicamos el método de imdgenes para resolver problemas clectrostaticos con
valores en la frontera.

PROBLEMAS

P.3-1 El osciloscopio de rayos catddicos (ORC) de la figura 3-2 sc usa para medir ¢l
voltaje aplicado a las placas de desviacidn paralelas.
a) Suponiendo que no hay rupturas en el aislamiento, ;/cual es el voltaje maximo que
puede medirse si la distancia de separacion entre las placas es A?

b) ;Cudl es la restriccion de L si el didmetro de la pantalla es D?

¢) ;Qué puede hacerse con una geometria fija para duplicar ¢l voltaje maximo que
puede medir e] ORC?
P.3-2 Tres cargas puntuales de 2 (¢C) estdn situadas en el aire, en los vértices de un
triangulo equildtero de 10 (¢cm) de lado. Determine la magnitud y la direccidn de la
fuerza experimentada por cada carga,
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P.3-3 Dos cargas puntuales, (0, y {J,, estin situadas en (0, 5, —1) ¥ (0, -2, 6}, respec-
tivamente. Determine la relacion entre O, y O, para que la fuerza total ejercida sobre
una carga de prueba en el punto P(0, 2, 3)

a) no tenga componente en y, ¥

b} no tenga componente en z.

P.3-4 Tres cargas puntuales 0, = -9 (¢C), @, =4 (#C) y Oy = -36 (uC) se disponen
en una linea recta, La distancia entre 0, y O es 9 (cm). Se sabe que se puede selec-
cionar una posicidn para (2, de forma que todas las cargas experimenten una fuerza nula.
Determine esa posicidn.
P.3-5 En el gjemplo 3-8, determine la posicidn del punto P en el eje z mas alla del cual
el disco puede considerarse como carga puntual si el error en el calculo de E no es mayor
que ¢l 19,
P.3-6 Una linea de carga de densidad uniforme p, forma un circulo de radio 5 que yace
en el planc xy en el aire, con su centro en el origen.

a} Encuentre la intensidad de campo eléctrico E en el punto (0, 0, h).

b} ;Con qué valor de % en el apartado (a) se obtendra la E maxima? ;Cudl es este

maximo?

¢} Explique por qué E tiene un maximo en esa posicion,

'P.3-7 Una linea de carga con densidad uniforme P, forma un semicirculo de radio b

en la mitad superior del plano xy. Determine la magnitud y la direccidn de la intensidad
de campo eléctrico en el centro del semicirculo,

P.3-8 Una distribucién esférica de carga p= p[| — (R¥b)] existe en laregion 0 < R <
.. Esta distribucion de carga esta redeada concéntricamente por una capa conductora de radio
interior &, (> &) y radio exterier R . Determine E en todos los puntos.

P.3-9 Dos superficies cilindricas coaxtales de longitud infinita, r = a v r= b6 (b > a),
ticnen densidades superficiales de carga p, ¥ p,;, respectivamente.

a} Determine E en todos los puntoes.

b} ;Cual debe ser la relacion entre @ y b para que E se anule para r > b?
P.3-10 Determine el trabajo realizado para mover una carga de +5 (uC) de P\(1, 2, -4)
ably-2,8 -4)enelcampo E=a,y+ax

a) a lo largo de ta pardbola y = 227, ¥

b) a io largo de la linea recta que une P, y F..
P.3-11 Repita el problema P.3-10 para el campo E=a,y - a x.
P.3-12 Una linea de carga finita de longitud L tiene una densidad lineal de carga uni-
forme p, ¥ ¢s coincidente con ¢l ¢je x,

a} Determine V en el plano que divide en dos partes iguales a la linea de carga.

b} Determine E directamente de p, aplicando la ley de Coulomb.
¢} Compruebe la respuesta del apartado (b) con -V V.



PROBLEMAS ) _ ) ) ) 145

P.3-13 La pelarizacion en un cubo dicléctrico de lados £, eentrado en cl origen, esta
expresada por P = Py(a x + a4,y + a,z).
a) Determine las densidades superficial y volumétrica de carga ligada.
b) Demucstre que la carga total ligada es cero.
P.3-14 El vector de polarizacién en una esfera dicléctrica de radio b es P = a .
a) Determine las densidades superficial y volumétrica de carga ligada.
b) Demuestre que la carga total ligada es cero.

P.3-15 El ¢je de un largo tabo dieléetrico, con radio interior r; ¥ radio exterior 7, co-
incide con el eje z. Existe un vector de polarizacién P = Po(a,3x + a4y} en el dicléctrico.
a} Determine las densidades superficial y volumétrica de carga ligada.
b) Demuestre que la carga total ligada es cero.

P.3-16 Una carga puntual positiva { estd en el centro de una capa dicléctrica esférica
con radio interior R, y radio exterior R,. La constante dieléctrica de la capa es €. De-
termine E, ¥, D y P como funciones de la distancia radial R. :

P.3-17 Resuclva los siguientes problemas:
a) Determine ¢l voltaje de ruptura de un condensador de placas paralelas, suponicndo
que las placas conductoras estan separadas 50 (mm} y que el medio entre ellas es aire.

b) Determine el voltaje de ruptura si el espacio entre las placas conductoras esta lleno
de plexiglds, que tiene una constante dieléctrica de 3 y rigidez dicléctrica de 20
(kV/mm).

¢} Si se introduce una limina de plexiglas de 10 (mm) de grosor, cudl es el vol-
taje maximo que puede aplicarse a las placas sin llegar a la ruptura?

P.3-18 Suponga que ¢l plano z = 0 scpara dos regiones dieléctricas sin pérdidas con
€1=2Y €, =3 Sisabemos que E, en la region | es a2y a,3x +a,(5 + z), ;qué sa-
hemos también de E, y D, en la region 27 ; Podemos determinar E; ¥ D, en cualquier
punto de la region 2? Expligue,
P.3-19 Pueden usarse lentes dieléctricas para colimar campos electromagnéticos. En
la figura 3-30, la superficie izquierda de la lente ¢s la de un cilindro circular v la su-
perficie derecha es un plano. Si E, en el punto P(r,, 45°, z) de [a region 1 es a,5 — a3,
icudl debe ser la constante dieléctrica de la lente para que E, en la regién 3 sca pa-
ralelo al eje x?
P.3-20 El espacio entre las placas paralelas de area S de un condensador esta relleno
con un dieléctrico cuya permitividad varfa linealmente de €, en una placa (y =0) a €,
en la otra (¥ = d). Ignorc el efecto marginal y calcule la capacitancia.
P.3-21 Suponga que el conductor exterior del condensador citindrico del ejemplo
3-16 esta puesto a tierra y que el conductor interior se mantiene a un potencial v,

a} Determine la intensidad de campo eléctrico, E{a), en la superficie de! conduc-
tor interior.
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FIGURA 3-30 Lente dieléctrica (Prob. P.3-19).

b) Manteniendo fijo el radio interior, b, del conductor externo, determine a de manera
que se minimice E(a).

¢) Determine este minimo E(a).
d) Determine la capacitancia en las condiciones del apartado (b).

P.3-22 El radio del niicleo y el radio interior del conductor exterior de una linea de

ansmision coaxial muy larga son r; y r,, respectivamente. El espacio entre los con-
chtores esta relleno con dos capas coaxiales de dieléctricos. Las constantes dieléc-
tricas de éstos son €, para r;<r < by €, para b <r <r, Determine la capacitancia
por unidad de longitud.

P.3-23 Un condensador esférico consiste en una esfera conductora interior con radio
R, y un conductor exterior con pared interior esférica de radio R,. El espacio en-
tre los conductores esta lleno con un dieléctrico de permitividad €. Determine la-
capacitancia.
P.3-24 Se conectan tres condensadores de 1 (uF), 2 (uF) y 3 (uF) a una fuente de 120
volts, de la forma que se muestra en la figura 3-31. Calcule la energia eléctrica alma-
cenada en cada condensador.
P.3-25 Calcule la energia gastada en mover una carga puntual de 500 (pC) de P,(2,
/3, 1) a Py(4, —m/2, —1) en un campo eléctrico E = a,6r sen ¢ + a3r cos ¢ (V/m),
a) haciendo primero el movimiento de ¢ = 7/3 a —w2 en r = 2 y luego de r =242
4den¢=-ml2,y
b) haciendo primero el movimiento de » =2 a4 en ¢ = 7/3 y luegode ¢ = w3 a
~n/2enr=4, -
P.3-26 Use el método del desplazamiento virtual para calcular la fuerza entre el
conductor interior (radio a) y el exterior (radio b) que tienen cargas +Q0 y -0,
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2 (uF) A |

L i T ﬁ

120 (V)
FIGURA 3-31 Condensadores conectados a una bateria (Prob. P.3-24).

respectivamente, de un condensador coaxial de longitud L. La permitividad del ma-
terial aislante es e,

SUGERENCIA: Suponga primero que los radios interior y exterior son ay a + r, res-
pectivamente; después diferencie con respecto a r.

P.3-27 Un condensador de placas paralelas de anchura w, longitud L y separacién d
tiene entre las placas una ldmina de dieléctrico sélido de permitividad e. El conden-
saﬁlr se carga a un voltaje ¥, usando una bateria, como se muestra en la figura 3-32.
Suponiendo que se retira la 1amina dieléctrica a la posicion indicada en la figura y que
después se abre el interrruptor, determine la fuerza que actia sobre la limina.

Interruptor

]

FIGURA 3-32 Condensador de placas paralelas parcialmente lleno (Prob. P.3-27).

P.3-28 Las placas conductoras superior e inferior de un condensador de placas paralelas
muy grande estdn separadas una distancia d y se mantienen a potenciales de ¥, y 0, res-
pectivamente. Sobre la placa inferior se coloca una lamina dieléctrica con constante
dieléctrica de 6.0 y grosor uniforme de 0.84. Suponga que el efecto marginal es insig-
nificante y determine lo siguiente resolviendo la ecuacién de Laplace:
a) el potencial y la distribucién de campo eléctrico dentro de la lamina de dieléc-
trico,

b) el potencial y la distribucién de campo eléctrico en el espacio de aire entre la la-
mina de dieléctrico y la placa superior, y

¢) las densidades superficiales de carga en las placas superior e inferior.
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P.3-29 Suponga que el espacio entre los conductores interior y exterior de una larga
estructura cilindrica coaxial esta lleno con una nube de electrones cuya densidad volu-
métrica de carga es p, = A/r para a < r < b, donde a y b son los radios de los conduc-
tores interior y exterior, respectivamente. El conductor interior se mantiene a un potencial
V, y el conductor exterior estd puesto a tierra. Determine la diferencia de potencial en
la regién a < r < b resolviendo la ecuacién de Poisson.
P.3-30 Si el espacio entre los conductores interior y exterior de la estructura coaxial
del problema P.3-29 es el espacio libre, determine la expresién de F(r) en la region
a < r < b resolviendo la ecuacién de Laplace. Después obtenga a partir de V(r) las
densidades superficiales de carga de los conductores y la capacitancia por unidad de
longitud de la estructura. Compare su resultado con la ecuacion (3-90).
P.3-31 Un cono conductor infinito de medio d4ngulo & se mantiene a un potencial ¥
y esta aislado de un plano conductor puesto a tierra, como se ilustra en la figura 3-33.
Determine

a) la distribucion de potencial ¥(0) en la region a < 6 < /2,

b) la intensidad de campo eléctrico en la region a < 6 < w2, y

¢) las densidades superficiales de carga del cono y del plano puesto a tierra.

| 7 S A A A B 2 S S A T ST ST AW T T T TITY 1

FIGURA 3-33 Cono conductor infinito y un plano conductor puesto a tierra (Prob. P.3-31).

P.3-32 En la figura 3-34 se muestra una carga puntual positiva O localizada a una dis-
tancia d de dos semiplanos conductores perpendiculares y puestos a tierra. Determi-
ne la expresion de

a) el potencial y la intensidad de campo eléctrico en un punto arbitrario P(x, ), y

b) las densidades superficiales de carga inducidas en los dos semiplanos.
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FIGURA 3-34 Carga puntual o equidiétam‘e de dos semiplanos conductores
perpendiculares puestos a tierra (Prob. P.3-32).

P.3-33 Determine los sistemas de cargas imagen que reemplazaran los contornos con-
ductores que son mantenidos a potencial cero para
a) una carga puntual { situada entre dos grandes planos conductores paralelos pues-
tos a tierra como se muestra en la figura 3-35(a), y
b) una linca de carga infinita p, situada a la mitad entre dos grandes planos conduc-
tores que se cortan formando un dnguto de 60 grados, como se mucstra en la figura
3-35(b).

| Pl A AT ST /IIII:_

€ Qo
WSTE
WA s P FFTPTrr III/////I!I/:_ LIS TT T ////////////:_
(a) Carga puntual entre placas (b) Linea de carga entre dos planos

paralelas puestas a tigrra, que se corfan pugstos a ticrra.

FIGURA 3-35 Diagramas para el problema P.3-33.

P.3-34 Una linea de carga infinita de 50 (nC/m) estd a 3 (m) sobre el suelo, el cual
esta a potencial cero. Elija ef plano xy como ¢l de tierra y la linea de carga paralela
al gje x. Use el método de imagenes para determinar lo siguiente:

a) Een(0,4,3), vy

b) Eyp, en (0,4, 0).
P.3-35 Los ejes de los dos alambres paralelos de una larga linea de transmisién cstan
separados 2 (cm). Los alambres tienen un radio de 3 (mm); se mantienen a potenciales
de +100 (V) y —100 (V). Determine

a) la situacion con respecto a los ejes de los alambres de las lineas de carga

equivalentes,
b} la densidad fineal de carga equivalente de cada alambre, y

¢) la intensidad de campo eléctrico en un punto medio entre los dos alambres.
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El movimiento de cargas libres ocasiona dos tipos de corriente eléctrica: corrientes
de conveccion y corrientes de conduccion. Las corrientes de conveccion se deben al
movimiento de particulas con carga positiva o negativa en el vacio o en un gas enra-
recido. Como ejemplos conocidos tenemos los haces de electrones en un tubo de ra-
yos catodicos y los violentos movimientos de particulas cargadas durante una tormenta,
Las corrientes de conveccion, resultado de un movimiento hidrodindmico que impli-
ca un transporte de masa, no estan regidas por la ley de Ohm.

El mecanismo de las corrientes de conduccion difiere del de las corrientes de con-
veccion. En su estado normal, los dtomos de un conductor ocupan posiciones regulares
en una estructura cristalina. Los 4tomos consisten en un nicleo con carga positiva
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rodeado por electrones dispuestos como en capas. Los electrones de las capas inferiores
estan fuertemente ligados al nicleo y no tienen libertad para alejarse. Los electrones
de las capas exteriores de un dtomo conductor no llenan por completo las capas; son
electrones de valencia o de conduccion y su ligadura al niicleo es muy débil. Estos elec-
trones pueden vagar de un atomo a otro de forma aleatoria. Los 4tomos se mantienen
en promedio eléctricamente neutros y no hay un movimiento neto de deriva de elec-
trones. Cuando se aplica un campo eléctrico externo a un conductor tiene lugar un mo-
vimiento organizado de los electrones de conduccién y se produce una corriente eléctrica.
La velocidad media de deriva de los electrones es muy baja (del orden de 10# 0 107
m/s), incluso en los conductores muy buenos, ya que chocan con los atomos durante
su movimiento y disipan parte de su energia cinética en forma de calor. Este fenomeno
se manifiesta como una fuerza amortiguadora o de resistencia al flujo de la corrien-
te. La relacion entre la densidad de corriente de conduccion y la intensidad eléctrica

:;:f:;:::?’ nos proporciona una forma puntual de la ley de Ohm. En este capitulo analizaremos
conduccién estan ambos tipos de corrientes.

regidas por la ley

de Ohm.

4-2 DENSIDAD DE CORRIENTE Y LEY DE OHM

A) Corriente de conveccion

Considere el movimiento permanente de algun tipo de portadores de cargas, cada
uno con una carga g (negativa en el caso de electrones), con velocidad u a tra-
vés de un elemento de superficie As, como se ilustra en la figura 4-1. Si Neseel

151
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FIGURA 4-1 Corriente de conduccion ocasionada por el movimiento de deriva de portadores
de carga a través de una superficie.

Definicién de la
densidad de
corriente

Relacién entre la
densidad de
corriente de
conveccion y la
velocidad del
portador de carga

nimero de portadores de carga por unidad de volumen, entonces en el tiefnpo At
cada portador se mueve una distancia uA¢, y la cantidad de carga que pasa por
la superficie As es

AQ = Nqu-a,AsAt (C). (4-1)
Puesto que la corriente es la razon de cambio de la carga con el tiempo, tenemos
Al = %g—- = Ngu-a,As = Nqu-As (A). (4-2)

En la ecuacion (4-2) hemos escrito As = a As como cantidad vectorial. Es con-
veniente definir una funcién puntual vectorial, la densidad de corriente de vo-
lumen o simplemente densidad de corriente, J, en amperes por metro cuadrado.

J=Ngu (A/m?), 4-3)
de manera que podamos escribir la ecuacién (4-2) como
Al =J-As. (4-4)

La corriente total I que fluye por una superficie arbitraria S es entonces el flu-
Jjo del vector J por §:

e L J-ds (A). (4-5)

De hecho, el producto Ng es la carga libre por unidad de volumen, asi que po-
demos reescribir la ecuacion (4-3) como

J=p,u (A/m?), (4-6)

que es la relacion entre la densidad de corriente de conveccion y la velocidad
del portador de carga.
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EJEMPLO 4-1

Supenga una densidad de carga libre de -0.3 (nC/mm?} en un tubo de vacio. Si
la densidad de corriente es de —a,2.4 (A/mm?), encuentre (a) la corriente tota} que
pasa por una capa semiesférica especificada por R=15 (mm), 0 <8 = 72,0 =
¢ = 2m y (b} la velocidad de las cargas libres.

SOLUCION

Dados:
g, = —0.3 (nC/mm?),

J = —a,24 (A/mm?),
R =5 (mm).

a) I——-JJ-ds= —J‘ 2.4 (a,-ag)ds
2n (w2
= .[ .[ —2.4 {cos 8Y5%sen 8d0dd¢)
o Jo

2
= I I 60 sen # d(sen §)

2o a2
= —120m (Se; 9) — _60n = — 188.5(A).

o
J ~24 p
b) uma—-a,w—aﬁxlo {mm/s)
= a,8 (Mmy/s).

B)

Corriente de conduccidn

En el caso de las corricntes de conduccion puede haber mas de un tipo de por-
tador de carga (electrones, huecos, iones) moviéndose con distintas velocidades.
Debemos generalizar Ja ecuacion (4-3) para que se lea como

I=3 Nigw  (A/m?). 47

Como indicamos en la seccidn 4-1, las corrientes de conduccidn son ¢l resulta-
do del movimiento de deriva de los portadores de carga bajo la influencia de un
campo eléctrico aplicado. Los dtomos permanecen neutrales {p, = 0). Es posible
justificar de manera analitica que, para la mayoria de los materiales conductores,
la velocidad de deriva media es directamente proporcional a la intensidad de
campo eléctrico. En el caso de los conductores metalicos escribimos

u, = —iE (m/s), (4-8)

donde 1, es la movilidad del electrén, medida en (m%V - 5). La movilidad del electrén
en ¢l cobre es de 3.2 x 10~ {m%/V - 5}, en el aluminio es de 1.4 x 10 (m?/V - 5)
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Farma puntuai de la
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Definiclén de la
conductividad

Unidad de la
conductividad
en el Sl

y en la plata es de 5.2 x 107 (m*/V - s). A partir de las ecuaciones (4-3) y (4-8)
obtenemos

J=—-p.uE (4-9)
donde p, = ~Ne es la densidad de carga de los electrones en movimiento y es una
cantidad negativa. La ecuacidn (4-9) puede reescribirse como

J=gE {A/m?), (4-10)

donde la constante de proporcionalidad, ¢ = —p,u,, ¢s un parametro constitutivo
macroscopico del medio denominado conductividad. La ecuacién {(4-10) es la
forma puntual de la ley de Ohm,

En el caso de los semiconductores, la conductividad depende de la concen-
tracién y de la movilidad tanto de los electrones como de los huecos:

G = —Potte + Patin: 4-11)
donde el subindice & denota un hueco. En términos generales u, # p,. Los valores
tipicos para el germanio son u, = 0.38, u, = 0.18; para el silicio, #, =012, y =
0.03 {(m%/V - 5).

La ecuacion (4-10) es una relacién constitutiva de un medio conductor. La
unidad de & es amperes por volt-metro (A/V - m) o siemens por metro (S/m). El
cobre, el conductor mds comin, tiene una conductividad de 5.80 x 107 (8/m). Por
otra parte, la conductividad del germanio es aproximadamente de 2.2 (S/m) y la
del silicto es de 1.6 x 10-? (§/m). La conductividad de los semiconductores de-
pende en gran medida de la temperatura (aumenta con ésta). El caucho duro, un
buen aislante, tiene una conductividad de sélo 10 '* (S/m). En el apéndice B-4
se lista la conductividad de otros materiales de uso comin. El inverso de la con-
ductividad se denomina resistividad y se mide en ohms por metro (€ - m). Pre-
ferimos usar la conductividad; no hay una razén de peso para usar a la vez la
conductividad y la resistividad.

B EJERCICIO 4.1 Determine, para una densidad de corriente de 7 (A/mm2),

a) la intensidad eléctrica, y
b} la velocidad de deriva de los electrones.

RESPUESTA: (a) 0.121 (V/m}, (b) 3.57 x 10~ (m/s).

De la ley de Ohm de la teoria de circuitos recordamos que el voltaje ¥, , a tra-
ves de una resistencia R, por donde fluye una corriente 7 del punto 1 al punto 2, es igual
a RI, es decir,

V,, = RIL (4-12)
‘Normalmente R es una pieza de material conductor de longitud determinada ¥V, es
el voltaje entre dos terminales | y 2; e / es la corriente total que fluye del terminal |
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al terminal 2 a través de una seccion transversal finita, La ecuacion (4-12) no es una
relacion puntual.

Ahora utilizaremos la forma puntual de la ley de Ohm, ecuacion (4-10), para
derivar la relacion voltaje-corriente de una muestra de material homogéneo con con-
ductividad o, longitud € y seccion transversal uniforme S, como se ilustra en la figu-
ra 4-2. En este material conductor, J = oE, donde J y E tienen la direccion del flujo
de corriente. La diferencia de potencial o voltaje entre los terminales 1 y 2 es

Vlz = E{,
0
iz
E -—T. (4'13)

La corriente total es

1=Ist=m,
5

i (4-14)

Sustituyendo las ecuaciones (4-13) y (4-14) en la ecuacion (4-10) obtenemos

o
s
0
o | il e B (4-15)
12T ﬂ's i ? £l

FIGURA 4-2  Conductor homogéneo con seccién transversal constante.
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Resistencia de un
material homagéneo
recto con seccién
transversal uniforme
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que es lo mismo que la ecuacion (4-12). A partir de la ecuacién (4-15) obtenemos Iz
férmula de la resistencia de una muestra recta de material homogénco con seccion
transversal uniforme para corriente constante (corriente continua):

£

" aS

(€2). (4-16)

EJEMPLO 4-2

Conductancia y su
unidad en el Si

m EJERCICIO 4.2

a)  Determine la resistencia para corriente continua de 1 (km) de alambre de cobre
con radio de 1 {mm).

b}  Si un alambre de aluminio de la misma longitud debe tener la misma resistencia,
;cual debe ser su radio?

SOLUCION
Puesto que estamos tratando con conductores de seccion transversal uniforme, es apli-
cable la ecuacion (4-16).
a)  Para el alambre de cobre, o, = 5.80 x 107 (§/m);
¢ = 10%(m), S, =rm10792 =10"% (m?).
Tenemos
£ 10?

Ru= S = TRox10 %107 @)

b)  Para ¢l alambre de aluminio, o, = 3.54 x 107 (S/m):

£
= =R, %
af O},;S,,; il
Oou o 280 o o,
Sajﬁasr“—ﬁ(lo :rr)—?'[r,

r=1.28x10"*(m), o 1.28(mm).

La conductancia, G, o el inverso de Ia resistencia, es 0til para combinar resisten-
cias en paralelo. La unidad de conductancia es (€2 o siemens (S).

G=p=0c3 () (4-17)

Se conectan en paralelo tres resistencias de 1 (MQ), 2 (M) y 4 (M£2). Calcule la conductancia
y la resistencia totales.

RESPUESTA: 1.75 (¢5), 0.571 (M),
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PREGUNTAS DE REPASO
P.4-1 Explique la diferencia cntre la corriente de conduccién y la corriente de conveccion.

P.4-2 ;Cuadl cs la relacion entre la densidad de corriente de conveccién y la velocidad de
los portadores de carga?

P.4-3 Defina la movilidad del electrdn en un conductor. ;Cual es su unidad cn ¢l 5J?
P.4-4 ;Cuil es la forma puntual de la fey de Qhm?

P.4-5 Detina la conductividad. ;Cudl es su unidad en ¢l SI?

P.4-6 ;Como cambia la resistencia de un alambre conductor redondo si se duplica su radio?

COMENTARIOS

1. Las corrientes de conduccion estan regidas por la ley de Ohm, pero no las co-
rrientes de conveccion.

2. La conductividad no es le mismo que la conductancia y la resistividad no es lo
mismo que la resistencia.

3. La formula de la resistencia de la ecuacion (4-16) es aplicable imicamente a un
material homogéneo recto con seccién transversal unifoerme,

4-3 ECUACION DE CONTINUIDAD Y LEY DE LA CORRIENTE DE KIRCHHOFF

El principio de conservacidn de carga es uno de los postulados fundamentales de la

Principle de e foigeg et . dest —— T T——

i isica. Las cargas eléctricas no se crean ni se destruyen; todas las cargas, ya ¢stén en

carga reposo o en movimiento, deben considerarse en todo momento, Considere un volumen
arbitrario ¥ limitado por una superficie S. Dentro de la region cxiste una carga neta
0. 8i fluye una corricnte f a través de la superficie hacia firera de la regidn, la carga
en ¢l interior del volumen debe disminuir con una razon igual a la corriente. A la inversa,
si fluye una corriente neta a través de la superficic Aacia et interior de la region, la car-
ga en el interior del volumen debe aumentar con una razon igual a la corriente. La co-
rriente que sale de la regidn es el flujo total de salida del vector de densidad de corricnte
a través de la superficie S. Tenemos

dt — dt ly

Podemeos invocar el teorema de la divergencia (Ec. 2-69) para convertir la integral de
superficie de J en la integral de volumen de V « J. Para un volumen estacionario tenemos

op
Veddo= —  dv. :
J‘V Jdv L 2 dv (4 19).

Al pasar la derivada temporal de p, dentro de la integral de volumen, es necesario usar
la diferenciacién parcial porque p, puede ser una funcién del tiempo y de las coorde-
nadas espaciales. l.os integrandos deben ser iguales, ya que la ecuacion (4-19) debe
ser valida sin importar la efeccién de V. Tenemos entonces

d d
!=§J-ds=~wg+—— p, duv. (4-18)
5
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La corriante
eléctrica
estacionaria es
solanaidal.

Ley de la corriente
de Kirchhoft

CAPITULO 4  CORRIENTES ELECTRICAS ESTACIONARIAS

_ %

ot

R (A/m?). (4-20)

Esta relacion puntual derivada del principio de conscrvacion de carga se denomina
ecuacion de continuidad,

En el caso de corrientes estacionarias, la densidad de carga no cambia con ¢l tiem-
po, 9p+/dt = 0. La ecuacion (4-20) se convierte en

V-J=0. (4-21)

Por consiguiente, las corrientes eléctricas estacionarias tienen divergencia nula, o sea,
son solenoidales. La ecuacién (4-21) es una relacion puntual y también es vilida en
el punto donde p, = 0 (sin fuente de flujo). Esto quiere decir que las lineas de flujo
de las corrientes estacionarias se cierran sobre si mismas, a diferencia de las lineas de
la intensidad de campo electrostitico, que se originan y terminan en cargas. La ecuacion
(4-21} nos conduce a la siguiente forma integral para cualquicr superficie cerrada:

EF‘ J-ds =0, (4-22)

&5

que puede escribirse como

;f,- =0 {A) 4-23)

La ecuacion {4-23) es una expresion dc la ley de la corriente de Kirchhoff. Estable-
ce que fa suma algebraica de todas las corrientes que salen de una unidn en un
circuito eléctrico es cero.

En la subseccion 3-6.1 enunciamos que las cargas introducidas en el interior dc
un conductor se moveran a fa superficie del conductor y se redistribuirdn de manera
que p, = 0y E = 0 cn el interior, en condiciones de equilibrio. Ahora podemos demostrar
este enunciado y catcular el tiempo necesario para llegar al equilibrio. Si combinamos
la ley de Ohm, ccuacidn {4-10), con la ecuacion de continuidad y suponemos una o
constante, tenemos

ap,
V-E=— . J
a 2 (4-24)
En un medio simple, V- E = p /e, y la ecuacion (4-24) se convierte en
dp, ©
"+l =0 4.25
4+, (+25)

La solucidn de la ecuacion (4-25) es
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La densidad
valumétrica de
carga decrece
exponencialmente
con el tiempo.

Definlcidn del
tiempo de relajacién

m EJERCICIO 4.3

po=poe N (C/m?), (4-26)

donde p, es la densidad de carga inicial en ¢ = 0. Tanto p, como p, pueden ser fun-
ciones de las coordenadas espaciales, y la ecuacion (4-26) nos dice que la densidad de
carga en un lugar determinado disminuird exponencialmente con el tiempo. Una densidad
de carga inicial p, disminuira a 1/e o 36.8% de su valor en un tiempo igual a

T=—=  {8). (4-27)

La constante de tiempo 7 se conoce como tiempe de relajacion. En un buen conductor,
como el cobre, para el cual o= 5.80 x 107 (8/m), & = ¢, = 8.85 x 10-'2 (F/m),7 ¢s igual
a 1.53 x 10-1? (s), un tiempo realmente muy breve,

La constante dieléctrica y la conductividad del caucho son 3.¢ y 10°1% (8/m), respectivamente,
Determine

a) el tiempo de relajacidn, y
b) el tiempo necesario para que una densidad de carga disminuya al 1% de su valor inicial.

RESPUESTA: {a) 7.38 horas, (b) 1 diay 10 horas.

4-4 DISIPACION DE POTENCIA Y LEY DE JOULE

Antes indicamos que, macroscopicamente, los electrones conductores en un conduc-
tor bajo la influencia de un campo eléctrico tienen un movimiento de deriva. A nivel
microscdpico, estos electrones chocan con los dtomos en sus posiciones en la red. Por
lo tanto, se transmite energia del campo eléetrico a los dtomos por medio de la vibracion
térmica. El trabajo Aw realizado por un campo eléctrico E para mover una carga g una
distancia A€ es gE + (A€), que corresponde a una potencia

Aw
= li —_— = g -
Pl SRR, (4-28)

donde n es 1a velocidad de deriva. La potencia total suministrada a todos los portadores
de carga en un velumen dv es

dP =% p,= E(Z N,-q,-u,-) dv,
i i
que, por virtud de ia ecuacién (4-7), es

dP = E-Jdy,

dpP

—=EJ  (Wm) (@29
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La funcion puntual E - J es entonces una densidad de potencia en condiciones de corrien-
tc estacionaria. Para un volumen V), la potencia eléctrica total convertida en calor cs

Ley de Joule P= J. E-Jdo {(W). {4-30
v

Esto se conoce como ley de Joule. (Observe que la unidad de P en el SI es el watt,
no ¢l joule, que cs la unidad de energia o trabajo.) La ecuacion (4-29) es la correspon-
diente relacidn puntual.

En un conductor de seccidn transversal constante, dv = ds d€, con d€ medido en
la direccion J. La ecuacion (4-30) puede escribirse como

pz-l‘Edc"[Jd:.':VI,
L s

donde 7 c¢s la corriente en el conductor. Puesto que V¥ = R/, tenemos

P=IR (W) (4-31)

Por supuesto, la ecuacion (4-31) es la conocida expresion de la potencia dhmica, que
representa cf calor disipado en la resistencia R por unidad de tiempo.

4-5 ECUACIONES PARA LA DENSIDAD DE CORRIENTE ESTACIONARIA

Como hemos visto, el vector densidad de corriente J es una cantidad basica en el estudio
dc las corriente eléctricas estacionartas. De acuerdo con el teorema de Helmholtz, para
la descripeion de J se requiere la especificacién de su divergencia y su rotacional. En
¢l caso de corrientes cstacionarias, V - J = (, como en la ecuacién (4-21). La ecuacion
del rotacional se obtienc combinando ia ley de Chm {J = ¢ E) con ¥V x E = {}; es decir,
¥V x (Vo) = 0. A continuacion se presentan la forma diferencial y la forma integral
correspondientes a las ccuaciones que rigen la densidad de corriente estacionaria.

Ecuaciones para la densidad de corriente estacionaria

Forma diferenciat Forma integral

V-i=0 §J'ds=0 (4-32)
5

Vx(‘l)=0 Ef;lJ-d.(:O (4-33)
ad cTd
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Condicidn en la
frontera de la
componente normal
de la densidad de
corriente

Condiclén en la
frontera de la
cemponante
tangencial de la
densidad de
carriante

B EJERCICIO 4.4

Recuerde que en la seccién 3-8 mencionamos que en una superficie de separa-
cidn entre dos medios diferentes: (i} un campo con divergencia nula tiene una com-
ponente normal continua (véase la Ec. 3-77); y (il) un campo irrotacional tiene una
componente tangencial continua (véase la Ec. 3-72). La consecuencia de (i) v la ccua-
cidn (4-32) es

Jin=Jz  (A/m?). (4-34)

En la superficie de scparacion de dos medios dhmicos con conductividades o
0, la consecuencia de (ii) y la ecuacion (4-33) cs

iy B
7, oy’
8]
Ju _ (4-35)
Ju oy

Dos bloques de material conductor cstan en contacto en el plano z = 0. En cl punto 7 dc la
superticie de separacion, la densidad de corriente del medio 1 es J, = ]U(ayS +ad) (A/m?)
(conductividad ;). Determine [, en P en el medio 2 si o, = 2a,.

RESPUESTA: 20(a,3 +a,2) (A/m?).

PREGUNTAS DE REPASQ

P.4-7 ;Cual es ¢l significado fisico de la ecuacion de continuidad?
P.4-8 Enuncic con palabras la ley de la corriente de Kirchhoff.

P.4-9 Defina ¢l tiempo de relajocion. ;De qué orden de magnitud en el licmpo de relaja-
cion para ¢l cobre?

P.4-1¢ Enuncic la ley de Joule. Exprese la potencia disipada en un volumen (a) en térmi-
nosde Ey oy (b) en términos de J y w

F.4-11 ;Cuales son las condiciones en la frontera (condiciones de contorno) de las componentes
normal y tangencial de la corricnte estacionaria en la superficie de separacién de dos me-
dios con conductividades diferentes?

COMENTARIOS

1. Las ecuaciones (4-24) y (4-26) sdlo son aplicables a medios simples.
2. l.adensidad de corriente estacionaria J es solenoidal.

3. La densidad dc corriente estacionaria J no es conservativa en un medio no

homogéneo.
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4-6 CALCULOS DE RESISTENCIA

En la seccion 3-9 analizamos el procedimiento para hallar la capacitancia entre dos
conductores separados por un medio dieléctrico. Estos conductores pueden ser de forma
arbitraria, como se ilustré en la figura 3-19, reproducida aqui como la figura 4-3. La
formula bésica de la capacitancia puede escribirse en términos de las cantidades de
campo eléctrico como

D-ds eE-ds
C=g— §5 = §5
V

—j E-d¢ —J E-d{’ (4-3}
L

L

donde la integral de superficie del numerador se aplica a una superficie que encierra
el conductor positivo, y la integral de linea del denominador va desde el conductor
negativo (potencial menor) hasta el positivo (potencial mayor).

Cuando el medio dieléctrico tiene pérdidas (tiene una conductividad muy pequefia
pero distinta de cero), fluira una corriente del conductor positivo al negativo y se es-
tablecera en el medio un campo de densidad de corriente. La ley de Ohm, J = ok,
asegura que las lineas de flujo de J y E seran las mismas en un medio isétropo. La
resistencia entre los conductores es

—| E-d¢ —| E-df
R=K J.:. = _L.
I

2 (4-37)
J-ds cE-ds
s 5

FIGURA 4-3  Dos conductores en un medio dieléctrico con pérdidas.
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Relacién de Cy R (o
G} entre dos
cunductores

EJEMPLO 4-3

donde las integrales de linea y superficie se aplican a las mismas L y § que en Ja ecua-
cién (4-36). Al comparar las ecuaciones (4-36) y (4-37) se observa una relacién
interesante:

RC = (4-38)

Qo

g’

La ecuacion {4-38) es valida si € y o del medio tienen la misma dependencia espacial
o si el medio es homogéneo (independiente de las coordenadas espaciales). En estos
¢asos, s1 se conoce la capacitancia entre dos conductores, podemos obtener la resis-
tencia (o la conductancia) directamente de la razén e/s, sin tener que hacer nuevos
calculos.

Encuentre la resistencia de fuga por unidad de longitud

a)  entre los conductores interno y externo de un cable coaxial con radio a para el
conductor interno, radio b para el conductor externo y un medio con conducti-
vidad o, ¥

b)  dc una linea de transmision de alambres paralelos que consiste en alambres de
radio @ separados una distancia D en un medio con conductividad .

SoLucion

a}  En ¢l gjemplo 3-16 obtuvimos la capacitancia por unidad de longitud de un cable
coaxial dada por la ecuacién (3-90):

2ne
— F .
Por lo tanto, la resistencia de fuga por unidad de longitud es, a partir de la ecua-
cidn (4-38),
e/ 1 1 b '
= — | — e ] 2 ks d e
R, a (Cl) 2no L (a) k3+m) (4-39}

La conductancia por unidad de longitud es G, = UR,.
b)  Paralalinea de transmisién de alambres paralelos, 1a ecuacion (3-165) del ejemplo
3-25 nos da la capacitancia por unidad de longitud:

Chme . o Ei

1
D
hr {2

cos (Za)

Por lo tanto, si usamos la relacién de la ecuacion (4-38), la resistencia de fuga
por unidad de longitud es
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EJEMPLO 4-4

, €1 1 (D
-3 () e (3)

[ TH . 75 (4-40)
a2 (5] am

La conductancia por unidad de longitud es G| = 1/R].

En algunos casos, los problemas electrostaticos y los de corriente estacionaria no
son exactamente analogos, incluso cuanda las confi guraciones geométricas son las mis-
mas. Esto se debe a que ¢t flujo de corriente puede estar confinado de forma muy estric-
ta a un conductoer (el cual tiene una o muy grande en comparacion con la del medio
que lo rodea), mientras que por lo general no es posible confinar el flujo eléetrico a
una muestra de dieléctrico de dimensiones finitas. El intervalo de constantes dicléc-
tricas de los materiales disponibles es muy limitado (véase el apéndice B-3} ¥ los efectos
marginales de flujo en los bordes del conductor reducen ia precision del célculo de l1a
capacitancia,

El procedimiento para calcular la resistencia de una muestra de material conductor
entre superficies equipotenciales (o terminales) determinadas es el siguiente;

1. Elija un sistema de coordenadas apropiado para la geometria especificada,
2, Suponga una diferencia de potencial ¥, entre los terminales del conductor.

3.  Encuentre la intensidad de campo cléctrico E en el conductor. (Si ¢l material es
homogéneo, con conductividad constante, ¢l método general consiste en resol-
ver la ecuacidn de Laplace, V2V =0, para ¥ en el sistema de coordenadas ele-
gido v tuego obtener E = -VV.)

4.  Calcule la corriente total

I=.[ .]'ds=J’ oE-ds,
s s

donde § es el area de la seccion transversal por donde fluye /.

5. Calcule la resistencia R usando ¢l cociente V/1.

Un material conductor de grosor uniforme 4 vy conductividad ¢ tiene la forma de mn
cuarte de arandela circular plana, con radio interior a y radio exterior b, como se mues-
tra en la figura 4-4, Determine la resistencia entre las caras de los extremos,

SOLUCION
Es evidente que <l sistema de coordenadas que debe emplearse en este problema es el
sistema de coordenadas cilindricas. Si seguimos el procedimiento anterior, suponemos
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—

o<=="
FIGURA 4-4  Un cuario de arandela circular conductora plana (ejemplo 4-4),

X

primero una diferencia de potencial ¥, entre las caras, digamos ¥ = 0 en la cara del
extremoen y=0(¢p=0y V=V, en lacaraen x =0 (¢ = 2/2). Resolveremos la ecua-
cion de Laplace para V, sujeta a las siguientes condicianes en la frontera:

V=0 en ¢ =0, (4-41a)

V=1¥ en ¢ = n/2. (4-41b)

Puesto que el potencial sélo es funcion de ¢, la ecuacion de Laplace en coordenadas
cilindricas se simplifica a

d*v
d¢?*

La solucidén general de la ecuacién (4-42) es

=0, (4-42)

V=c¢+c,,

que, al imponer las condiciones en la frontera de las ecuaciones (4-41a) y (4-41b), se
convierte en

P 20 : (4-43)
n
La densidad de corriente es
J=0E=—gVV
_ lil'd _ 2o VU (4_44)
= RS S

Pedemes hallar la corriente total / integrando J sobre la superficie ¢ =#/2 donde
ds = —ah dr. Tenemos

»
I=J.J-ds=26V°h a
s n

a ¥

20hV, b (4-45)
= In—.
T a
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m EJERCICI0 4.5

Por o tanto,

Vs n

R= T = 2ohinibla)

(4-46)

Cuando la geometria es tal que podemos determinar J facilmente a partir de Ia
corriente total 7, podemos comenzar la resolucion suponiendo un valor de 1. A partir
de / sc encuentran J y E = J/o. La diferencia de potencial ¥ se determina a partir de
la relacidn

V, = —J‘ E-dt,

donde la integracion es desde el terminal de potencial bajo hasta el terminal de potencial
alto. La resistencia R = ¥,/ es independicnte de la f supuesta, la coal se cancelard en
el proceso.

Los radios de los conductores interno y externo de un cable coaxial son a y b, respectiva-
mente, v el medio cntre ellos tiene conductividad o. Encuentre la resistencia de fuga por
unidad de longitud entre los conductores, suponiendo primero una corriente de fuga / del
conductor interno al externo y luego determinando I, E, ¥, v R, = ¥/I. Compruebe su resul-
tado con la ccuacidn (4-39).

PREGUNTAS DE REPASO

P.4-12 ;Cuél es la rclacion entre la conductancia y la capacitancia formada por dos
conductores inmersos en un medio dieléctrico con pérdidas que tiene permitividad €
y conductividad o?

P.4-13 ;Cual es la relacion entre 1a resistencia y la capacitancia formada por dos conductores
inmersos en un medio dicléctrico con pérdidas que tiene constante dicleéctrica €, ¥
conductividad «?

COMENTARIOS

La resistencia de fuga total entre dos conductores paralelos de longitud s
igual 4 la resistencia de fuga por unidad de longitud dividida por £ (no multipli-
cada por €). ’

RESUMEN

En cste capitulo

+ consideramos dos tipos de corricntes eléctricas estacionarias: corrientes de conveccion
(no regidas por la ley de Ohm) y corrientes de conduccidn;

e definimos la conductividad que nos condujo a la forma puntual de la ley de Ohm;

» presentamos la ccuacion de continuidad y ¢l concepto de tiempo de relajacion,

¢ estudiamos la ley de Joule ¥ la disipacidn de potencia;
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* obtuvimos las ecuaciones de la densidad de corriente estacionaria;
* examinamos las condiciones en la frontera de la densidad de corriente, v

* analizamos métodos para calcular la resistencia,

PROBLEMAS

P.4-1 Un voltaje de corriente continua de 6 (V) aplicado a los extremos de un alam-
bre conductor de 1 (km) de longitud y 0.5 (mm} de radio produce una corriente de 1/6
(A). Determine

a) la conductividad del alambre,

b) la intensidad de campo eléctrico en el alambre,

¢) la potencia disipada en el alambre,

d) la velocidad de deriva de los electrones, suponiendo que la movilidad de los elec-
trones en el alambre es de 1.4 x 1073 (m2/V - 5).

P.4-2 Un alambre largo y redondo de radio a y conductividad o estd recubierto por un
material con conductividad de 0.1 o,

a) ;Cual debe ser el grosor del revestimiento para que la resistencia por unidad de
longitud del alambre no recubierto se reduzea en un 50%?

b} Suponga una corriente total J en el alambre y encuentre J y E en el niicleo y en
el material de revestimiento.

P.4-3 Un rayo cae sobre una esfera dieléctrica con pérdidas (e = 1.2¢,, o= 10 (S/m})
de radio 0.1 {(m) en el instante # = 0, depositando en la esfera una carga total de 1 (mC)
de manera uniforme. Determine, para todo ¢,

a) la intensidad de campo eléctrico dentro y fucra de la esfera,

b) la densidad de corriente en la esfera.

P.4-4 Remitase al preblema P.4-3.

a) Calcule el tiempo necesario para que la densidad de carga en la esfera se reduzca
al 1% de su valor inicial.

b} Calcule el cambio en la energia clectrostatica almacenada en la esfera conforme
la densidad de carga disminuye del valor inicial al 1% de su valor. ;Qué suce-
de con esta energia?

¢) Determine la energia electrostitica almacenada en ¢l espacio fuera de la esfera.
(Cambia esta energia con el tiempo?

P.4-5 Encuentre la corriente y el calor disipado en cada una de {as cinco resistencias
de la red mostrada en ta figura 4-5 si

R =3(Q), R, =20(Q), R,=30(Q), R,=8(), R =10(Q)

y la fuente es un generador de voltaje ce ideal de 0.7 (V) con la polaridad positiva en
el terminal 1. ;Cual es la resistencia total vista por la fuente en los terminales 1-27
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FIGURA 4-5 Problema de red (Prob. P.4-5).

P.4-6 Dos medios dieléctricos homogéneos con constantes dieléctricas €,, = 2, €, = 3
y conductividades o, = 15 (mS), o, = 10 (mS) estan en contacto en el plano z = 0. En
la regién z > 0 (medio 1) hay un campo eléctrico uniforme E, = a,20 — a,50 (V/m).
Determine (a) E, en el medio 2, (b) J, y J,, (c) los angulos que forman J, y J, con el
plano z = 0, y (d) la densidad de carga superficial en la superficie z = 0.

P.4-7 El espacio entre dos placas conductoras paralelas de area S estd relleno con un
medio 6hmico homogéneo cuya conductividad varia linealmente de o, en una placa (y =
0) a g, en la otra (y = d). Se aplica una fuente cc de voltaje V; a las placas. Determine
a) la resistencia total entre las placas, y
b) las densidades superficiales de carga en las placas.

P.4-8 Se aplica un voltaje cc ¥, a un condensador de placas paralelas de érea S. El
espacio entre las placas conductoras esta relleno con dos dieléctricos con pérdidas que
tienen grosor d, y d,, permitividad €, y €, y conductividad o, y o,, respectivamente,
como se ilustra en la figura 4-6. Determine

‘a) la densidad de corriente entre las placas,

b) las intensidades de campo eléctrico en ambos dieléctricos, y

¢) el circuito R-C equivalente entre los terminales a 'y b.

FIGURA 4-6  Condensador de placas paralelas con dos dieléctricos con pérdidas (Prob. P.4-8).
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P.4-% Se aplica un voltaje cc ¥; a un condensador cilindrico de longitud L. Los radios
de los conductores interior y exterior son @ y b, respectivamente. El espacio entre los
conductores estd relleno con dos dieléctricos con pérdidas que tienen, respectivamente,
permitividad €, y conductividad g, en la regién 4 < r < ¢ y permitividad ¢, y conduc-
tividad o, en la regién ¢ < r < b. Determine

a) el circuito R-C equivalente entre los conductores interior y exterior, y

b} la densidad de corriente en cada region.
SUGERENCIA: Use los resultados del ejemplo 4-3(a).

P.4-10 Remitase a la arandela conductora plana de cuarto de circulo del ¢jemplo 4-4
y a la figura 4-4. Encuentre la resistencia entre las caras planas superior e inferior,

P.4-11 Remitase a la arandela conductera plana de cuarto de circulo del ejemplo 4-4
y a la figura 4-4. Encuentre la resistencia entre los lados curvos.

P.4-12 Encuentre la resistencia entre dos superficies esféricas concéntricas de radio
R, ¥y R, (R, < R,) si el espacio entre las superficies esta relleno con un material homo-
géneo e tsotropo con conductividad o.
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5-1 DESCRIPCION GENERAL Yaanalizamos la interaccién
entre cargas eléctricas en reposo al presentar el concepto del campo eléctrico. En el
capitulo 3 vimos que la intensidad de campo eléctrico E es la tinica cantidad de campo
vectorial fundamental necesaria para estudiar la electrostatica en el espacio libre. En
el caso de un medio material es conveniente definir una segunda cantidad de campo
vectorial, la densidad de flujo eléctrico (o desplazamiento eléctrico) D, para considerar
el efecto de la polarizacion. Las dos ecuaciones siguientes forman la base del mode-
lo electrostatico:

V:-D=p,, (5-1)
VxE=0. (5-2)

La propiedad eléctrica del medio determina la relacién entre D y E. Si el medio es lineal
e isotropo, tenemos la relacion constitutiva simple D = €E, donde la permitividad € es
un escalar.

El fenémeno del magnetismo fue descubierto cuando se encontré que ciertas mues-
tras de magnetita tenian un misterioso poder de atraccion. Como las muestras de mag-
netita se hallaron cerca de la antigua ciudad griega llamada Magnesia, de ahi se han
derivado los términos magneto, magnetismo, magnetizacion y magnetron. Estudiaremos
el magnetismo introduciendo el concepto del campo magnético. Un campo magnéti-
co puede ser causado por un iman permanente (como la magnetita), por cargas en mo-
vimiento o por un flujo de corriente,




Campos magnéticos estaticos

Intensidad eléctrica
definida en

términos de la
fuerza sobre una
carga estacionaria

Densidad de flujo
magnético definida
en términos de 1a
fuerza
experimentada por
una carga en
mevimiento

Unidad de B en el S|

Ecuacion de la
fuerza de Lorentz

Cuando se coloca una pequefia carga de prueba g en un campo eléctrice E, ex-
perimenta una fuerza eléctrica F, que es funcidn de la posicidn de g.

F,=gE (N). (3-3)

Se ha demostrade experimentalmente que cuando la carga de prueba estd en movimiento
€n un campo magnético caracterizado por una densidad de flujo magnético B,' la carga
¢ también experimenta una fuerza magnética F, expresada por

F,=quxB (N, (5-4)

donde u (m/s) es la velocidad de la carga en movimiento y B se mide en webers por
metro cuadrado (Wb/m?) o teslas (T).7 La fuerza electromagnética total sobre una carga
g esentonces F= F_ + F_; o sea,

"y

F=gE+uxB) (N, (5-5)

* La densidad de flujo magnético lambién se¢ conoce como intduccidn magnética, sobre 1odo en los libros de
fisica.

4 Un weber por metro cuadrado o un tesla equivale a 10* gauss en unidades CGS. El campo magnético de la
Tierra ¢s de aproximadamente Lz gauss 0 0.5 % 10~ T. (Un weber es lo mismo que un volt-segundo.)

171
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llamada ecuacidn de la fuerza de Lorentz. Su validez se ha establecido sin lugar a
dudas en forma experimental. Podemos considerar F /g sobre una ¢ pequefia como la
definicion de la intensidad de campo eléctrico E (como hicimos en la ecuacion 3-1)
y F,/q = u X B como la relacién que define la densidad de flujo magnético B. Al-
ternativamente, podemos considerar la ecuacion de la fuerza de Lorentz como un pos-
tulado fundamental de nuestro modelo electromagnético; no puede derivarse de otros
postulados.

Las cargas en movimicnto producen una corriente que a su VeZ crea un campo
magnético. Las corrientes estacionarias estan acomparfiadas por campos magnéticos es-
titicos, tema que trataremos en este capitulo. Iniciaremos nuestro estudio de los campos
magnéticos en el espacio libre con dos postulados que especifican 1a divergencia y el
rotacional de B. Después definimos, a partir de la naturaleza solenoidal de B, un po-
tencial magnético vector que veremos que obedece a una ecuacion vectorial de Poisson,
Después derivaremos la ley de Biot-Savart, la cual puede usarse para determinar el
campo magnético de un circuito por el que circula una corriente. La relacién postulada
del rotacional nos lleva directamente a la ley circuital de Ampére, de gran utitidad cuan-
do existe simetria.

Podemos estudiar el efecto macroscopico de los materiales magnéticos en un
campo magnético definiendo un vecter de magnetizacién. Aqui presentaremos otra can-
tidad de campo vectorial: la intensidad de campo magnético H, Basandonos en la
relacion entre B y H definiremos la permeabilidad del material y analizaremos el com-
portamiento de los materiales magnéticos. Luego examinaremos las condiciones en la
frontera (condiciones de contorno} de B y H en la superficie de separacion de dos
medios magnéticos diferentes; definiremos la autoinductancia y la inductancia mutua
y veremos la energia, las fuerzas y los pares de torsién magnéticos.

5-2 POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA MAGNETOSTATICA EN EL ESPACIO LIBRE ——

La divergencla de B
es nula,

Rotacionel de B
estatico &n un
medio no magnético

Para estudiar la magnetostatica (campos magnéticos estaticos) en el espacio libre o en
un medic no magnético® solo tenemos que considerar el vector de densidad de flujo
magnético, B. Los dos postulados fundamentales de la magnetostatica que definen Ia
divergencia y el rotacional de B en un medio no magnético son

V'-B=0, (5-6)

VxB=ypul (en un medio no magnético) (5-7)

' Con excepeion de los materiales ferromagnéticos (niquel, cobalto, hierro v sus aleaciones), la permeabilidad
de las sustangias es muy cercana (enun 0.0190) a g4, del espacio libre (véase la tabla en el apéndice B-5). Al
tratar en este libro los campos magnéticos en maleriales no ferromagnéticos, como el aire, agua, cobre y
aluminio, consideraremos por cuestiones de sencillez que estdn en el espacio libre.
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No hay fuentes de
flujo magnético (no
hay cargas
magnéticas
aisladas).

Elflujo magnético
neto que fluye hacia
fuera de cualquier
superficie cerrada
es cero.

En la ecuacion (5-7), y, es la permeabilidad del espacio libre:
Ho =4n x 1077 (H/m)

(véase la Ec. 1-9), y J es la densidad de corriente (A/m?). Puesto que la divergencia
del rotacional de cualquier campo vectorial es cero, de la ecuacion (5-7) obtenemos

V-J=0 (5-8)

que es consistente con la ecuacién (4-21) para corrientes estacionarias.
Si tomamos la integral de volumen de la ecuacion (5-6) y aplicamos el teorema
de la divergencia, tenemos

SEB-ds =0, (5-9)

donde la integral de superficie se aplica a la superficie que limita un volumen arbitrario.
Al comparar las ecuaciones (5-9) y (3-6) llegamos a la conclusién de que no hay una
analogia magnética para las cargas eléctricas. No hay fuentes de flujo magnético, y
las lineas de flujo magnético siempre se cierran sobre si mismas. La ecuacion (5-9)
también se conoce como la expresion de la ley de la conservacion del flujo magné-
tico, pues establece que el flujo magnético total de salida a través de cualquier superficie
cerrada es cero.

La designacion tradicional de polos norte y sur en un iman permanente no im-
plica que existe una carga magnética positiva aislada en el polo norte y una cantidad
correspondiente de carga magnética negativa aislada en el polo sur. Considere el iman
con polos norte y sur que se muestra en la figura 5-1(a). Si cortamos este iman en dos
segmentos, aparecen nuevos polos norte y sur y tendremos dos imanes mas cortos, como

FIGURA 5-1  Division sucesiva de una barra magnética.

(a) (b) (©




i

No es posible aislar
los polos
magnéticos norte

¥ sur.

Ley clreuital de
Ampére en medios
no magnéticos
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en la figura 5-1(b). Si volvemos a cortar estos dos imanes en dos segmentos, tendre-
mos cuatro imanes, cada une con polos norte y sur, como se ilustra en la figura 5-1(c).
Podriamos continuar este proceso hasta tener imanes de dimensiones atémicas, pero
cada iman infinitesimalmente pequefio seguiria teniendo polos norte y sur. Es obvio que
no pueden aislarse los poles magnéticos. Las lineas de flujo magnético siguen trayec-
torias cerradas de un extremo del iman al otro extremo por fuera del imdn y luege
continuan por dentre de] iman de vuelta al primer extremo. La designacidn de polos
norte y sur se debe a que los extremos respectivos de un imdn suspendido libremen-
te en el campo magnético de la Tierra apuntardn hacia el norte v el sur.?

Podemos obtener la forma integral de la relacidn del rotacional de la ecuacion
(5-7) integrando ambos lades sobre una superficie abierta y luego aplicando el teorema
de Stokes, Tenemos

J. (V x B)-ds =y J J-ds,
s 5

§ B-d¢ = uol, (en un medio no magnético) (5-10)
C

donde la trayectoria C de la integral de linea es el contorno que limita la superficie §,
e I es la corriente total a través de §. El sentido de circulacidén de C vy la direccion del
flujo de corriente siguen la regla de la mano derecha. Observe que la ecuacion (5-10) es
una relacion derivada del postulado del rotacional de B. Es una forma de la fey circuital
de Ampeére, la cual establece que la circulacion de lu densidad de flujo magnético
alrededor de una trayectoria cerrada en un medio no magnético es igual a p, veces
la corriente total que fluye a través de la superficie limitada por la trayectoria. La ley
circuital de Ampére es muy (til para determinar la densidad de flujo magnético B oca-
sionada per una corriente / cuando hay una trayectoria cerrada C alrededor de la corriente,
tal que la magnitud de B es constante a lo largo de la trayectoria,

A continpacidn se resumen los dos postulados fundamentales de la magnetostatica
en el espacio libre.

t Comentaremos al margen que el examen de algunas formagciones rocosas prehistoricas ha dado pie a la
creencia de que se han producido inversiones espectaculares del campo magnético terrestre aproximadamente
cada diez millones de afios. Se cree que el campo magnético terrestre es producide por el movimiento giratorio

. del hierre fundide de la zona exterior del niicleo del planeta, pero ain no se comprenden bien las razones

exactas de las inversiones de campo. Sc¢ pronostica que la siguiente inversion tendré lugar dentro de solo unos
2000 afios. No es posible conjeturar {as consecuencias de esta invérsion, pero entre ellas estarian problemas en
la navegacidn y cambios dristicos en los patrones migratorios de las aves.



5-2 POSTULADOS FUNDAMENTALLS DE LA MAGNETOSTATICA 175

Dos postuiados

fundamentales de la
magnetostatica en

medlos no
magnéticos

EJEMPLO 5-1

Postulados de la magnetostitica en
medios no magnéticos

Forma diferencial Forma integral

V-B=0 éﬁ'ds=0
s

V x B = uod 95 B-df = ol
[

Por un conductor s6lido no magnético, recto e infinitamente largo, con seccidn trans-
versal circolar de radio b, circula una corriente estacionaria /. Determing la densidad
de flujo magnético dentro y fuera del conducter,

SoLUCION

Primero observamos que este problema tiene simetria cilindrica y que podemos apro-
vechar la ley circuital de Ampére. 8i alineamos el conductor sobre el gje z, 1a densi-
dad de flujo magnétice B tendrd direccion ¢ y serd constante a lo largo de cualquier
trayectoria circular alrededer del eje z. En la figura 5-2(a) se muestra un corte trans-
versal del conductor ¥ las das trayectorias circulares de integracidn, C, y C,, respec-
tivamente dentro ¥ fuera del conductor por el que circula corriente. Note una vez mas
que las direcciones de | ¥ C,, asi como la direccidn de £, siguen la regla de la mano
derecha (cuando los dedos de la mano derecha apuntan en las direcciones de C, y C,,
el pulgar de esa misma mano apunta en la direccién de [},

a)  Dentro del conductor:
B, =a,B,,, d¢ = a,r d¢

2n
#c By-d¢ = J; Byyrid¢ = 2nr By,

La corriente a través del drea encerrada por C, es

nr: r 2
I —_— =
* er’! (b) %

Por consiguiente, a partir de la ley circuital de Ampére,

rd
B, = 1,8, =a,,,f‘2—°n—b‘7, r,<b. (5-11)
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—_— e — — —

0
(b)

FIGURA 5-2  Densidad de flujo magnético de un conductor circular infinitamente largo por el
que circula una corriente / hacia afuera del papel (ejemplo 5-1).

b)  Fuera del conductor:
B; = a¢B¢;, d{ — “¢rz d¢

Bz . d{ = 2nr13¢1.
Ca
La trayectoria C, encierra la corriente total /. Por consiguiente,

I
B, =a,B,; = "‘2%?5’ ry > b. (5-12)

Si examinamos las ecuaciones (5-11) y (5-12) veremos que la magnitud de
B aumenta linealmente de acuerdo con r,, desde 0 hasta », = b, después de lo cual
disminuye inversamente con r,. En la figura 5-2(b) se representa graficamente la
variacién de By con r.

B EJERCICIO 5.1  Por un tubo conductor muy delgado e infinitamente largo, de radio b, circula una corriente
superficial uniforme J, = a_J/, (A/m). Encuentre B en todos los puntos.

RESPUESTA: 0 para r < b, agu,J,b/r para r > b.
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EJEMPLO 5-2

B EJERCICIO 5.2

Determine la densidad de flujo magnético en en el interior de una bobina toroidal con
espiras muy juntas, con niicleo de aire, con N espiras de bobina y por la que circula
una corriente /. El toroide tiene un radio medio de 4 y el radio de cada espira es a.

SOLUCION

En la figura 5-3 se ilustra la geometria del problema. La simetria cilindrica asegura que
B solo tiene componente ¢ y que es constante a lo largo de cualquier trayectoria cir-
cular alrededor del eje del toroide. Construimos un contorno circular C con radio », como
se muestra en la figura. Para (b —a) < r < b + g, la ecuacién (5-10) nos lleva direc-
tamente a

%B'd! = 2nrBy = uoNI,

donde hemos supuesto que el toroide tiene un nticleo de aire con permeabilidad . Por

lo tanto,
NI
B=a,B,= a¢,"§?, (b—a) <r < (b+a) (5-13)

B=0enr<(b-a)yr>(b+a), yaque la corriente total neta encerrada por un
contorno construido en estas dos regiones es cero.

Encuentre la densidad de flujo magnético en el interior de un solenoide cilindrico muy lar-
go con niicleo de aire, con # espiras por metro y por el que circula una corriente /.

RESPUESTA: gynl.

FIGURA 5-3  Bobina toroidal por la que circula una corriente (ejemplo 5-2).

I
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PREGUNTAS DE REFPASO

P.5-1 ;Cual es la expresion de la fuerza sobre una carga de prueba g que se mueve con ve-
locidad u en un campo magnético con densidad de flujo B?

P.5-2 Compruebe que un tesla (T}, la unidad de densidad de flujo magnético, es lo mismo
que un volt-segundo por metro cuadrado (V- s/m?),

P.5-3 Escriba la ecuacidn de la fuerza de Lorentz.

P.5-4 ;Culles son los dos postulados fundamentales de la magnetostatica?

P.5-5 ;Qué postulado de la magnetostitica nicga la existencia de cargas magnéticas aisladas?
P.5-6 Enuncie la ley de la conservacion del flujo magnético.

P.5-7 Enuncie la ley circuital de Ampére.

P.5-8 ;Cdamo varia con la distancia el campo B de un filamenta recto e infinitamente largo
por ¢l que circula una corriente continua J?

COMENTARIOS

1. La fuerza magnética sobre una carga g que se mueve con velocidad u en un
campo magnético B es perpendicular tanto a u como a B; no hay fuerza sobre ¢
siuesparalelaa B,

2. No hay cargas magnéticas aisladas.

3. El campo magnétice es solenoidal y las lineas de flujo magnético siempre se
cierran sobre si mismas.

5-3 POTENCIAL MAGNETICO VECTOR

Definicién parcial
del potencial
magnético vector A

Unidad de A en &l 51

El postulado de que la divergencia de B es nula en la ecuacion (5-6), V- B = 0, asegura
que B es solenoidal. Como consecuencia de esto, podemos expresar B como el rota-
cional de otro campo vectorial, digamos A, de manera que

B=VxA (T) (5-14)

El campe vectorial 4 definido de esta manera se denomina potercial magnético vector.
Su unidad en el 81 es el weber por metro (Wb/m). Asi, si podemos hallar el vector A
de una distribucién de corriente, es posible obtener B a partir de A por medio de una
operacitn diferencial (rotacional). Esto es muy similar a la introduccion del potencial
eléctrice escalar ¥ para el E irrotacional en la electrostatica (Sec. 3-3) y a la obten-
cién de E a partir de la relacion E = ~-VF. Sin embargo, la definicion de un vector
requiere la especificacion de su rotacional y su divergencia. Por lo tanto, la ecuacion
(5-14) no es suficiente para definir A; falta especificar la divergencia.

Cdomo elegimos V - A? Antes de responder esta pregunta, tomemos ¢l rotacional
de B en la ecuacion (5-14) y sustituydmeslo en la ecuacion (5-7). Tenemos
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m EJERCICIO 5.3

Condicidn de
Coulamb para la
divergencia de A

Forma de operador
de la ecuaclén
vectorial de Poisson

VxVxA=ul (5-15}
Nos desviamos un poco para introducir la férmula del rotacional del rotacional de un

vector.t

VXxVxA=VV-A)- VA, (5-16a)

VIA=V(V'A)—V x V x A, (5-16b)

[.as ecnaciones (5-16a) y (5-16b) pueden considerarse como la definicion de V2A, el
laplaciano de A. En el caso de coordenadas cartesianas, también podemaos verificar
por sustitucién directa que

V2A =2, V24, +a, V4, +a, VA, (5-17)

De esta manera, el laplaciano de un campo vectorial A en coordenadas cartesianas es
otro campo vectorial cuyas componentes son los laplacianos {Ia divergencia del gra-
diente} de las componentes correspondientes de A. Sin embargo, esto no es aplicable
a otros sistemas de coordenadas.

Verifique la ecuacidn {5-17) en coordenadas cartesianas.

Desarrollamos V X V X A de la ecuacion (5-15) de acuerdo con la ecuacién
(5-16a} v obtenemos

V(V:A)— V2A =1, J. (5-18)

Con el propodsito de simplificar lo mds posible la ccuacion (5-18), elegimos

V-A =0, s
a {5-19%)
¥ la ecuacidn (5-18) s¢ convierte en
VZA = —P.GJ
(5-20)

Esta cs una ecuacion vectorial de Poisson. La ccuacion (5-20) en coordenadas car-
tesianas cquivale a tres ecuaciones de Poisson cscalares:

V2A, = —pg ., (5-21a)
V4, = —pyd,, (5-21b)
VA, = —pgl,. ’ (5-21¢)

1 Lsta formula puede comprobarse ficilmente en coordenadas cartesianas mediante sustitucion directa.
1 Esta relacion se conoce como condicidn de Coulomb o gauge de Coalomb.
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Determinacion del
potencial magnético
vector a partir de la
densidad de
carriente

Unidad del flujo
magnético en el S|

Ralacién entre ol
potencial magnético
vector y el flujo
magnético

Cada una de estas tres ecuaciones es matematicamente igual que la ccuacion escalar
de Poisson de la electrostitica, ccuacién (3-126). En el espacio tibre la ecuacién

_ P
€

ViV =

tiene una solucién particular (véase la Ec. (3-38)),

1 P
V=— = dv'
dne, J.y- R v

Por lo tanto, la solucidn de la ecuacion (5-21a) es

Ho J.x '
A, =— —= dv',
X 4n Vv’ R
Podemos escribir soluciones similares para A,y 4,. Al combinar las tres componen-
tes obtenemos la solucion de la ecuacidon (5-20):

J
A"‘E Edu'

= | (Wb/m).

(5-22)

La ecuaci6n (5-22) nos permite hallar el potencial magnético vector A a partir de la
densidad volumétrica de corriente J. La densidad de flujo magnético B puede obtenerse
a partir de V % A por diferenciacion .

El potencial vector A se relaciona de manera sencilla con el flujo magnético P
a través de un area S limitada por un contorno C:

o] =J. B-ds.
5

La unidad en el SI del flujo magnético es el weber (Wbh), equivalente a un tesla-me-
tro cuadrado (T-m?). Si usamos la ecuacién (5-14) y el teorema de Stokes, tencmos

(5-23)

¢==.[ (V x A)-ﬁ:fﬁmd: (Wh). (5-24)

Por consiguiente, el potencial magnético vector A tiene importancia fisica, ya que su
integral de linea alrededor de una trayectoria cerrada equivale al flujo magnético to-
tal que pasa a través del drea encerrada por la trayectoria.

5-4 LEeEY DE BIOT-SAVART Y APLICACIONES

En muchas aplicaciones nos interesa determinar el campo magnético debido a un circuito
por el que circula corriente. En el caso de un alambre delgado con seccidn transver
sal S, du' es igual a § d€'y ¢! flujo de corriente es totalmente a lo largo del alambre,
Tenemes

Jdv =JSd¢' =14df, (5-25)
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Determinacidén del
potencial magnético
vector a partir de la
carriente en un
circuito cerrado

¥ la ecuacion (5-22) se convierte en

kol f dt-

“a b m (Wom), (5-26)

donde se ha colocado un circulo en el signo de integral porque la corriente / debe
circular en una trayectoria cerrada,’ designada por C”. La densidad de flujo magnéti-
co es entonces

ol ae’
— V =v 2t ———
B x A X |:4n %{I R :I

1 (dz’) (5-27)
= s Vx|—|.
4 Pald R

Es muy importante observar en la ecuacion (5-27) que la operacion de rotacional sin
prima implica la diferenciacidn con respecto a las coordenadas espaciales del punio
campo, mientras que la operacion de integracitén es con respecto a las coordenadas
Jiente con prima. El integrando de la ecuacion (5-27) puede desarrollarse en dos tér-
minos usando la siguiente identidad (véase la Ec. {2-115)):

VXx{fG)=fVxG+(V ) xG. (5-28)
Con f=1/Ry G = d€, tenemos :
HOI 1 l ]
- — 3 V- . -
B g [RVXd( +( R)Xd{:| (5-29)

Dade que las coerdenadas con y sin'prima son independientes, V x 4€' es igual a 0

y desaparece el primer término del lado derecho de la ecuacién (5-29). La distancia

R se mide desde d€” en (x’, ¥ z') hasta el punto campo en (x, 3, z). Tenemos entonces
1

R =[x =xP+y =y +z-2y]" "

(ORRIAREIREETE

a (x—x)}+a,(y—y)+a.z—z)
[(x - XV +(y =) +(z —2)2]%?
R 1

— 25 = ~%apr (5-30)

" Estamos tratando ahora con corrientes continuas {no variables con ¢l tiempo) que producen campos magné-
ticos estacionarios. Los circuitos que contiencn fuentes variables con el tiempo pueden enviar corrientes
variables con el tiempo por un alambre abierto y depositar cargas en sus extremes. Las antenas son un cjemple
de esta situagion,
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Ley de Biot-Savart
para hallar la
densidad de flujo
magnético a partir
de la corriente en
un circuito cerrado

EJEMPLO 5-3

donde a, es ¢l vector unitario dirigide desde el punto fuente hasta el punto campo. Al
sustituir la ecuacion {5-30) en la ecuacién (5-29) obtenemos

B = j.l_o{ df' x Ag {T)

w L' (5-31)

La ecuacion (5-31) se conoce como ley de Biot-Savart. Es una formula para determinar
la densidad de flujo magnético B causada por una corriente / ¢n una trayectoria cerrada
", y fue derivada del postulado de la divergencia de B. En varios libros se emplea la
ley de Biot-Savart como punto de partida para el desarroilo de la magnetostatica, pero
es dificil ver el procedimiento experimental empleado para establecer una relacién tan
precisa y complicada como la ecuacién (5-31). Preferimos derivar tanto la ley circuital
de Ampére como la ley de Biot-Savart a partir de nuestros sencillos postulados de di-
vergencia ¥y rotacional de B. '
En ocasiones es conveniente escribir la ecuacion (5-31) en dos pasos:

B=£’dB (), (5-320)
con
I (d¢' x a
dB %( - “) (T), (5-32b)

que es la densidad de flujo magnético debido a un elemento de corriente / @¢”, Una forma
alternativa y a veces mas conveniente de la ecuacion (5-32b} es

dB

sl
4n

af' x R
(T) (1.

Una corriente continua J fluye por un alambre recto de longitud 2L. Calcule la densidad
de flujo magnético B en un punto localizado a una distancia r del alambre y en el plano
que to divide en dos segmentos iguales: (3} determinando primero el potencial mag-
nético vector A ¥ (b} aplicando la ley de Biot-Savart.

SOLUCION

Las corrientes continuas s6lo existen en circttitos cerrados. Por lo tanto, el alambre en
este problema debe formar parie de un circuito cerrado por el que circula una corriente.
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i, S

o P(r,0,0

FIGURA 5-4  Alambre recto por el que circula una corriente (ejemplo 5-3).

Como no conocemos el resto del circuito, no es posible aprovechar la ley circuital de
Ampére. Vea la figura 5-4. El segmento de linea por el que circula corriente esta alineado
con el eje z. Un elemento tipico del alambre es

d¢’ = a,dz.

Las coordenadas cilindricas del punto campo P son (#, 0, 0).

a)

Mediante la determinacion de B a partir de V x A. Si sustituimos R =,z + r? en
la ecuacién (5-26) tenemos

Hol J”- dz'
z arn L /zf2+r2
I L
=a,’%(;— [In(z' +./2'? +r%)]
=L
. S
Hof  J/L*+r"+L (5-33)

=az——-—

an L 4ri-L

A=a

Por lo tanto,

124 04
=V = =a,——> —a,—=Z,
B xA=Vx(ad)=a, r oo a, 55

La simetria cilindrica alrededor del alambre asegura que 94,/d¢ = 0. Entonces,

B ] ,u.'l VIF+rt+ L

" oL

_ HolL (5-34)

=a y
g 2ar /L? 4 r?
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Sir =2 L, la ecuacion {5-34) se reduce a

i

que es la cxpresion de B cn un punto situado a una distancia » de un alambre recto
e infinitamente largo por ¢l que circula una corriente £, como se indico cn la ecua-
cign (5-12).

b) Mediante la aplicacion de lu ley de Biot-Savart. En la figura 5-4 podemos ver
que el vector distancia desde ¢l elemento fuente dz' hasta el punto campo P es
R=a,r—ayz

¢’ x R=adz x(ar—a,z)=a,rdz.

Al sustituir ¢n la ecuacion (3-32c¢) obtenemos

ol [+ rdz
B:fd":%HLW

IL
—a HolL

* e JLE 472

que cs Jo mismo que la ecuacion (5-34).

Encuentre la densidad de flujo magnético en el centro de una espira cuadrada plana de
lados w por la que circula una corriente continua f. /
SOLUCION

Suponga que la espira csta en el plano xy, como se mucsira en a figura 5-5. La den-
sidad de flujo magnético en el centro de la espira cuadrada es cuatro veces la debida
a un solo lado de longitud w. Si asignamos L = » = w/2 en la ccuacidn (5-34), tenemos

I
B=a, i x4=a,~———2ﬁ#o!,
nw

\/ET[W

FI(GGURA 5-5  [Lspira cuadrada por la que circula una corriente f (gjemplo 5-4).

(5-36)

T4
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donde ia direccién de B y la de la corriente en la espira siguen la regla de la mano
derecha,

Una espira rectangular de 8 {cm) X 6 (cm} por la que circula una corriente estd en ¢l plano
xy. Una corrientle continua de 5 (A} (tuye en la direccion de las agujas del reloj mirando la
espira desde arriba. Calcule B en el centro de la espira.

RESPUESTA: —a_83.3 (p¢T).

EJEMPLO 5-5

Determine la densidad de flujo magnético en un punto sobre el eje de una espira circular
de radio b por la que circula una corriente continua /,
SoLuCION
Aplicamos la ley de Biot-Savart a la espira circular mostrada en la figura 5-6:
df’ = aghdg,

R=a,z—ab,

R = (2 +b6%)'2,
Es importante recordar que R s ¢l vector desde el elemento fuente 4¢" hasta el punio
campo P. Tenemos

d¢’ x R = a,bdd' x (a,z—a,b)
=a bzdg +a b?dd.
Por la simetria cilindrica, es facil ver que la componente a, se cancela por la contri-

bucian del elemento localizado diametralmente opuesie a d€’, de manera que sdlo hay
que considerar la componente a, de este producto cruz.

FIGURA 5-6  FEspira circular por la que circula una corriente / (cjemplo 5-5).
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B EJERCICIO 3.5

A partir de las ecuaciones (5-32a) y (5-32¢) escribimos

B=££ 2’ a b? d¢'
an o I+
8]
1h?
B=a, " (1) (5-37)

AP 4B

Remitase a la figura 5-6. Determine B

a) en el centro de una espira circular de radio 5 (cm) por la que circula una corriente
continua de 2 {(A), ¥

b)  en el centro de una espira semicircular de radio 8 {cm) por la que gircula una corriente
continua de 4 (A).

RESPUESTA: (2) 87 (uT), (b} S (uT).

5-5 EL DIPOLO MAGNETICO

EJEMPLO 5-6

Iniciaremos esta seccién con un ejemplo.

Dipolo magnético

Determine la densidad de flujo magnético en un punto lejano de una espira circular
pequefia de radio b por la que circula una corriente I (un dipoly magnético).

SOLUCION

Elegimos el centro de la espira como origen de las coordenadas esféricas, como se
muestra en la figura 5-7. Las coordenadas fuente estAn marcadas con primas. Primero
hallamos el potencial magnético vector A y luego determinamos B mediante V x A;
el | df’
A=— — % <
o (5-38)
donde R, denota la distancia entre el elemento fuente d€' en P’y el punto campo £, como
se muestra en la figura 5-7. Debido a la simetria, el campo magnético es independiente
del angule ¢ del punto campo. Por conveniencia elegimos P(R, 6, #/2} en el plano yz.
Es importante sefialar que a, en d€’ 1o es lo mismo que a, en ¢l punto . De hecho,
a,en P es —a_, como se muestra en la figura 5-7, y

df' =(—a, sen¢’ +a, cos ¢bdd’. (5-3%

tf;':
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Para cada / d¢ hay otro elemento de corriente diferencial localizado simétricamente
en el otro lado del ¢je y que contribuird a A una cantidad igual en la direceion —a,, pero
que cancelard la contribucién de / J€' en la direccién a,. La ecuacidn (5-38) puede
escribirse como

ol [2* bseng’

A= —a, an o R, d¢’,
Q
_ Holb %% seng’
A= a@ In J_ o/ Rl d¢ 4 (5"40}

Al aplicar la ley de los cosenos al tridngulo OFPP' se obtiene
R} = R+ b*—2bR cos ¢,

donde R cos ycs la proyeccion de R sobre ¢l radio OF', lo que es igual a la proyec
cion de OP" (OP" = R sen 6) sobre OF'. Por consiguiente,

R% = R? + b%~2bR sen @ sen ¢,

e

\ 1 b*  2b Nz
R—I—E(1+F—Esen85en¢)

Si R? > b2, podemos ignorar h¥/R? en comparacion con 1:

- 12
RLI’;%(I —% sen O sen ¢')
(5-41)
’;-}li(l +%sen95en q)’).

FIGURA 5-7 Pequefia espira circular por la que c__ircula una corriente 7 (ejemplo 5-6).
s
P(RO 1/2)
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Determinacitn del
potencial magnético
vectior a partir del
momento dipolar
maghético

Al sustituir la ecuacion (5-41) en la ecuacidn (5-40) tenemos

polb 712 b
A= 14 —sen fsen ¢’ ) sen g’ dop’.
% 5 R .I._m( + g% ¢ ¢ do

que da

1b?
A= Ay Wsen 6. (5-42)

La densidad de flujo magnético es B = ¥V x A. Podemos usar la ecuacién (2-97) o la
formula del Apéndice C para hallar

2
B= P—;‘i—ﬁ-— {ag 2 cos 8 + aysen ), (5-43)

que es ia respuesta buscada.

Al ilegar a este punto podemos netar la similitud entre la ccuacion (5-43) y la ex-
presién de la intensidad de campo eléctrico en el campo lejano de un dipolo electros-
tatico expresada en la ecuacion (3-37). Por lo tanto, las lineas de flujo magnético en
los puntos distantes de un dipele magnético (colocado en el plano xy), como en la figura
5-7, tendrin la misma forma que las lineas de campo eléctrico de un dipolo etéctri-
co {orientado segun la direccidon z). Sin embargo, las lineas de flujo de un dipeio mag-
nético son continuas cerca de los dipolos, mientras que las lineas de campo de un dipolo
eléctrico terminan en las cargas, vendo siempre de fa carga positiva a la negativa. Esto
se ilustra en ia figura 5-8.

Reorganicemos la expresion del potencial magnético vector de la ecuacion (5-42)
como

_ Hollnb?)
A= a, “W' sen &
0
__ HoM X ag
=BT (Whym),
(5-44)
donde
m=a_,frh? =2a,I5=~a,m (A-m?) (5-45)

se define como el moemento dipolar magnético y es un vector cuya magnitud es el
preducto de la corriente que entra y el drea de la espira; asi mismeo, su direccidn es la
del pulgar cuando los dedos de la mane derecha siguen la direccion de la corriente. Si
comparamos la ceuacion (3-44} con la expresion del potencial eléctrico cscalar de un
dipolo de la ecuacitn (3-36),
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A

&

(a) Dipolo gléctrico. {b) Dipolo magnético.

FIGURA 5-8 Lincas de campo eléctrico de un dipolo eléctrico y lineas de flujo magnético de un
dipole magnetico.

.

Densidad de flujo
magnético debido a
un dipolo magnético

prag !
V=—"—75 V), 5
ne R V) (5-46)
veremos que A es analogo a ¥ en ambos casos. Podemos llamar dipolo magrético a
una pequefia espira por la que circula una corriente.

De forma similar, podemos reescribir la ecuacidn (5-43) como

B= :ﬂ“—; (ae2cos O+a,5en6) (T | - (5-47)

Con excepcion del cambio de p por m y de g, por 1/y,, la ecuacion {5-47) tiene la
misma forma que la ecuacion (3-37) para E en un punto distante de un dipolo eléc-
trico. Aunque tomamos una pequefia espira circular como dipolo magnético en el
gjemplo 5-6, puede demostrarse que se obtienen las mismas expresiones de zona lejana
{Ecs. {5-44) y(5-47)) cuando la espira tiene otras formas, con m = I8,

PREGUNTAS DE REPASO

P.5-9 Defina ¢l porencial magnético vecior A. ;Cuél es su unidad en el SI?

P.5-10 ;Cu4l es la relacidn entre el potencial magnético vector A y ¢1 flujo magnético a través
de un drea determinada?

P.5-11 Enuncic la ley de Biot-Savart.

P.5-12 ;Qué es un dipolo magnético? Defina el momento dipolar mugnético. ;Cuil es su
unidad en el 517
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COMENTARIOS

1. Al determinar B debido a una distribucién de corriente, lo mas sencillo es apli-
car la ley circuital de Ampére si puede hallarse una trayectoria cerrada sobre la
cual B tenga magnitud constante. La geometria del problema usualmente tiene
simetria cilindrica y/o longitud infinita.

2. Sino existe la condicion anterior, debera usarse la ley de Biot-Savart para deter-
minar B a partir de la corriente en un circuito determinado,

3. Cantidades andlogas en ¢l caleulo del campo E debido a un dipolo eléctrico, v
del campo B debido a un dipelo magnético {pequefia espira de corriente):

Dipolo eléctrico Dipolo magnético
p=qgd m= a,lS
E B
€g Yy

5-6 MAGNETIZACION Y DENSIDADES DE CORRIENTE EQUIVALENTES

El vector de
magnetizacion es la
densidad de
volumen del
momento dipolar
magnético,

Dc acuerdo con el modele atdémico elemental de la materia, todos los materiales es-
tan compuestos por dtomos, cada uno de éstos con un nticleo cargado positivamente
y varios clcctrones de carga negativa en orbita alrededor. Los electrones orbitantes
ariginan corrientes circulantes y forman dipolos magnéticos microscdpicos. Asi mis-
mo, tanto los electrones como el nicleo de un dtomo rotan (giran} sobre sus ejes con
ciertos momentos dipolares magnéticos. El momente dipelar magnétice de un nicleo
giratorio por lo general es despreciable en comparacion con el de un etectrén orbitante
o giratorio, debido a la masa mucho mayor y a la mener velocidad angular del micleo.

En ausencia de un campo magnético exteno, fos dipolos magnéticos de los dtomos
de la mayoria de los materiales (con excepcion de los imanes permanentes) tienen orien-
taciones aleatorias, de manera que no hay momento magnético neto. La aplicacion de
un campo magnético externo ocasiona tanto la alineacion de los momentos magnéti-
cos de los electrones giratorios come un momente magnético inducido que se debe a
un cambio en ¢l movimiento orbital de los electrones. Para obtener una férmula que
nos permita determinar el cambio cuantitativo en la densidad de flujo magnético oca-
sionado por la presencia de un material magnético, sea m, el momento dipolar mag-
nético de un atomo. Si hay » atemos por unidad de volumen, definimos un vecfor de

magnetizacion M como
nar
Y, m,
M = lim ! (A/m), (5-48)
Av '

Av=0
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Densldad
superficial da
corriante
equivalente de
magnetizacién

Dengitad de
cortlente
equivalente de
volumen de
magnetizacion

que es la densidad de volumen del momento dipolar magnético. El momento dipolar
magnético dm de un elemento de volumen v’ es dm = M &', lo cual, de acuerdo con
la ecuacion {5-44), producird un potencial magnético vector

HoM x ag
R dv'.
El A total es la integral de volumen de dA de la ecuacidn (5-49), y la contribucion de
la magnetizacion a la densidad de flujo magnético B es V X A. La ecuacion (3-49) 25
analoga a la expresion de d¥ en la ecuaci6n (3-55), a partir de la cual obtuvimes el
potencial ¥ debido a un medio dieléctrico polarizado y E a partir de -V V.

De forma similar a la equivalencia de P de los dipolos eléctricos inducidos a una
densidad superficial de carga polarizada p,, = P-a, y a una densidad volumétrica de
carga polarizada p,, = -V « P, analizada en la subseccion 3-6.2, podemos demostrar
de manera analitica la equivalencia de M de dipolos magnéticos a una densidad su-
perficial de corriente de magnetizacion

dA = (5-49)

Ju=Mxa, (A/m), (5-50)

donde a, es la normal unitaria hacia afuera de la frontera, y una densidad de corriente
de volumen de magnetizacion

J.,=VYxM (A/m?). (5-51)

FIGURA 5-9  Corte transversal de un material magnetizado.

M, hacia afuera de!l papel
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Podemos tener una interpretacion cualitativa si hacemos referencia a la figura 5-9, que
representa un corte transversal de un material magnetizado de cierto cspesor. Podemos
ver que los dipolos magnéticos cn la superficie contribuyen de manera efectiva a una
corriente superficial mas alla de las lineas punteadas. La magnitud de la corriente
superficial es directamente proporcional a la densidad de volumen del momento dipolar
magnético, y la direccidn de la corriente en ambas fronteras estd cxpresada correctamente
por M X a, en la figura, como se estipuld en la ecuacién (5-50).

La densidad de corriente equivalente de volumen de magnetizacion J,, presentada
en la ecuacion (5-51), es un poco dificil de visualizar, pero podemos aceptar que la
densidad dc momento magnético M produce una densidad de flujo interno B, propor-
cional a M. Podemos escribir

B, = uM, (5-52)
0

B.

— =M, g

o (5-53)
A partir de la ecuacion (5-7) podemos ver que

B
Vxi{—|=1J, 5-54
(Po) ¢ )

dende B, denota la densidad de flujo magnético externo debido a la densidad de co-
rriente libre J. A partir de la ecuacion (5-53) escribimos

B.
Vx—=VxM=1J_, (5-55)
Ho

donde J,,, es la densidad de corriente equivalente de volumen de magnetizacién. Al
sumar las ecuaciones (5-54) y (5-55) tenemos

VxB= #O(J + Jnm)! (5'56)

donde B=B,,,,~ B, + B, Por lo tanto, la densidad de flujo magnétice resultante en
presencia de un material magnético cambia en una cantidad B,. Si M es uniforme en
¢l material, las corrientes de tos dipolos atdémicos vecinos que fluyen en direcciones
opuestas se cancelarin en todo lugar y no quedaran corrientes netas en el interior. Esto
lo predice la ecuacion (5-51), ya que las derivadas espaciales (y por consiguiente el
rotacional) de una M constante son nulas. Sin embargo, si M tiene variaciones espaciales
y VX M = 0, las corrientes atémicas internas no se cancelan por completo y se pro-
duce una densidad de corriente de volumen neta J,_.

Determine la densidad de flujo magnético en el eje de un cilindre circular uniforme-
mente magnetizado de material magnético. El cilindro tiene radio b, longitud L y
magnetizacion axial M = a, M,
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P(0,0,z)

X

FIGURA 5-10 Cilindro circular magnetizado uniformemente (ejemplo 5-7).

SOLUCION

En este problema concerniente a una barra magnética cilindrica, sea el eje del cilin-
dro magnetizado coincidente con el eje z de un sistema de coordenadas cilindricas, como
se ilustra en la figura 5-10. Puesto que la magnetizacion M es constante en el iman,
J,,=V'xX M = 0y no hay densidad de corriente equivalente de volumen. La densi-
dad superficial de corriente equivalente de magnetizacion en la pared lateral es

Jos =M x a, = (a,M) x a,

= u 8. (5-57)
El iman se comporta entonces como una ldmina cilindrica con una densidad lineal
de corriente circunferencial M, (A/m). No hay corriente superficial en las caras supérior
e inferior. Para hallar B en P(0, 0, z), consideramos una longitud diferencial dz’' con
corriente a,Mydz' y usamos la ecuacién (5-37) para obtener

poMob? dz’

B = 8. e—2)? + b7

U T o pgMgbR e
AT I oo L A2V +b7772

_ . HoMo &g z—L :| 5.58
2 [\/zu»b* Se—DF+b2] i
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B EJERCICIO 5.6 Un iman cilindrico de radio 5 {cm} y longitud 12 (cm) tiene una magnetizacion axial a,130

{A/cm). Determine B

a) en el centro de la cara superior,
by  en el centro de la cara inferior, y

c) en el centro del iman.

RESPUESTA: (a) y (b) a,7.54 (mT), ({(c) a,12.55 (mT).

5-7 INTENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO ¥ PERMEABILIDAD RELATIVA

Dafinicién de la
intensidad de
campo magnhético H

Puesto que la aplicacidn de un campo magnético externo ocasiona tanto una alineacion
de los momentos dipolares magnéticos como un momento magnético inducido en un
material magnético, esperamos que la densidad de flujo magnético resultante en pre-
sencia de un material magnético serd diferente de su valor en el espacio libre. El efec-
to macroscopico de la magnetizacion puede estudiarse incorporando la densidad de
corriente equivalente de volumen de magnetizacion, J,, de la ecuacion (5-51), en la
ecuacion basica del rotacional (Ec. 5-7). Tenemos

1
—VxB=J+J,=1+V xM,
Ho

B
v ——M}=J 5
x (4”0 ) 69

Definimos ahora una nueva cantidad de campo fundamental, la intensidad de campo
magnético H, tal que

B
H=—-M {A/m}. (5-60}

Ho

Al combinar las ecuaciones (5-59) y (5-60) ocbtenemos la nueva ecuacién

VxH=J (A/m?, (5-61)

donde J (A/m?) es la densidad de volumen de la corriente libre. Las ecuaciones (5-60)
v {5-61) son las dos ecuaciones diferenciales fundamentales que rigen la magnetostatica.
La permeabilidad del medio no aparece de manera explicita en estas ecuaciones.

La correspondiente forma integral de la ecuacidn (5-61) se obtiene tomando la
integral superficial escalar de ambos lados:

J.S(V x H) ds = LJ'ds, (5-62)
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Ley cirguital
generalizada de
Ampére para
corrientes
estacionarlas;
aplicable a medios
magnéticos y no
magnéticos

Cefinlcién de la
susceptibilidad
magnética

Permeabilidad
relativa y
permeabilidad
absoluta de un
medio

Definlcién de un
medio simple

0, de acuerdo con el teorema de Stokes,

#; H-d/ =1 (A), (5-63)
C

donde C ¢s ¢f contorno (trayectoria cerrada) que limita la superficie S, ¢ 7 es la co-
rriente libre total que pasa a través de S. Las direcciones relativas de Cy el flujo de
corriente f siguen [a regla de la mano derecha. La ecuacién (5-63) es otra forma de
la ley circuital de Ampére, vilida en medios magnéticos y no magnéticos. Establece
que la circulacion de la intensidad de campo magnético alrededor de cualquier
trayectoria cerrada es igual a la corriente libre que fluye a través de la superfi-
cie limitada por la trayectoria.

Cuando las propiedades magnéticas del medio son lineales e isdtropas, la mag-
netizacion es directamente proporcional a la intensidad de campo magnético:

M = y.H, (5-64)

donde %, es una cantidad sin dimensiones llamada susceptibilidad magnética. Al
sustituir la ecuacidn (5-64) en la ecuacidn (5-60) se obtiene la siguiente relacion
constitutiva:

B = py{l + zH

=pou, H=pH  (Wb/m?), (5-65)
8]
t
H= i B (A/m), (5-66)
donde
u
de=1+Ym =~ (5-67)

cs otra cantidad sin dimensiones conocida como permeabilidad relativa det medio. El
parametro g = u, y, es la permeabilidad absoluta (en ocasiones simplemente permeabi-
lidad) del medio y se mide en H/m; y,, ¥, por consiguiente, u_pueden ser funciones de
las coordenadas espaciales. En el caso de un medio simpte (lineal, isétrope vy homo-
géneo), ¥, ¥ i, son constantes.

La permeabilidad de la mayoria de los materiales es muy cercana a la del espacio
libre (uy). En el caso de materiales ferromagnétiéos coma hierro, niquel y cobaito, g,
puede ser muy grande (50-5000 y hasta 10% 0 mas en aleaciones especiales); la per-
meabilidad no sélo depende de la magnitud de H sino adem4s de la historia previa del
material. En la seccion 5-8 se presentan algunos analisis cualitativos del comportamiento
macroscopico de los materiales magnéticos.
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5-8 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES MAGNETICOS

Los tres tipos de
materiales
magnéticos

En la ecuacidn (5-64) de la seccion anterior describimos la propiedad magnética
macroscopica de un medie lineal e isotropo definiendo la susceptibilidad magne-
tica ¥, un coeficiente de proporctonalidad sin dimensiones entre la magnetizacidn
M v la intensidad de campo magnético H. La permeabilidad relativa, u,, es simple-
mente |1 + ¥,.. Los materiales magnéticos pueden clasificarse de manera general en
tres grupos principales de acuerdo con sus valores de g,. Se dice que un material es

Diamagnético, si ¢, < 1 (x,, es un nimere negativo muy pequefio),

Paramagnéticoe, si i, = 1 (¥,, es un nilmero positiva muy pequefio).

Ferromagnético, si g, 3 | (x,, €s un nimero positivo grande).

Para comprender con detalle los fenémenos magnéticos microscépicos se requieren
conocimientos de la tcoria cudntica. Aqui sélo diremos que el diamagnetismo se debe
principalmente al movimiento orbital de los electrones en el Atomo, mientras que el
paramagnetismo se debe sobre todo a los mormentos dipoiares magnéticos de los elec-
trones giratories, La susceptibilidad magnética de la mayoria de los materiates diamag-
néticos conocidos (cobre, germanio, plata, oro) es del orden dc —10-5 y la de los
matcriales paramagnéticos, como aluminio, magnesio, titanio y tungstene, es del or-
den de 102,

La magnetizacion de los materiales ferromagnéticos puede ser varios drdences de
magnitud mayor que la de fas sustancias paramagnéticas. {Véase el apéndice B-5 para
conocer los valores tipicos de la permeabilidad relativa.)

El ferromagnetismo puede explicarse en funcion de dominios magnetizados. De
acucrdo con este modele, que se ha confirmado experimentalmente, un material ferro-
magnético (como cobalte, niquel o hierro} estd compuesto por varios dominios pequefios,
cuyas dimensiones lincales van de unas cuantas micras a aproximadamente 1 mm. Estos
dominios, que contienen cerca de 10'% o 10! atomos, estin totalmente magnetizados,
en el sentido de que contienen dipolos magnéticos alineados como resultado de los elec-
trones giratorios, incluso en ausencia de un campo magnético aplicado, La teoria cuantica
cstablece la existencia de poderosas fuerzas de acoplamiento entre los momentos di-
polares magnéticos de los atomos en un dominio, manteniendo los momentos dipolares
en paralclo. Entre dominios adyacentes hay una region de transicion de unos 100 atomos
de espesor, llamada pared de dominio. En un estade no magnetizado, los momentos
magnéticos de los dominios adyacentes de un material forromagnético tienen direcciones
diferentes, como lo ilustra el espécimen policristalino de la figura 5-11. Si se contempla
como un todo, la naturaleza aleatoria de las orientaciones en los diversos dominies no
produce una magnetizacion neta,

Cuando se aplica un campo magnético externo a un material ferromagnético,
las paredes de aquellos dominios que tienen momentos magnéticas alincados con el
campo aplicado se mueven de manera tal que los volimenes de estos dominios crecen
a expensas de los otros dominios. Como resultado, aumenta la densidad de flujo
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Fenémeno de
histéresis

Dominio
magnetizado

Pared de
dominio

FIGURA 5-11 Estructura de dominios de una muestra ferfomagnética policristalina.

magnético. Los movimientos de las paredes de los dominios son reversibles en el caso
de la aplicacion de un campo débil, digamos hasta cierto punto P, en la curva de mag-
netizacion B-H de la figura 5-12. Sin embargo, si el campo aplicado es més fuerte (su-
perior al punto P,), los movimientos de las paredes de los dominios ya no son reversibles
y se se produce también una orientacién del dominio en la direccién del campo aplicado.
Por ejemplo, si un campo aplicado se reduce a cero en el punto P,, la relacién B-H ya
no sigue la curva continua P,P,0, sino pasara de P, a P!, por la curva punteada de la
figura. Este fenémeno de retardo de la magnetizacion con respecto al campo que la
produce se denomina histéresis, término derivado de una palabra griega que signifi-
ca “ir detras”. Si el campo aplicado es mas fuerte (por encima de P,, hasta P;), el
movimiento de la pared de dominio y la rotacién del dominio ocasionardn, en esen-
cia, una alineacidn total de los momentos magnéticos microscopicos con respecto al
campo aplicado, diciéndose que en este punto el material magnético ha llegado a la
saturacion. La curva OP,P,P; en el plano B—H se denomina curva de magnetizacion
normal.

FIGURA 5-12 Curvas de histéresis en el plano B—H de un material magnético.

Ba P3
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Los imanes
permanentas tienen
una densidad de
flujo remanenta,

Pérdida por
histéresis

Materinles
ferromagnéticos
“duros” y “suaves”

Definicion de la
temperatura de
Curie

Caracteristicas de
las tetritas

Si el campo magnético aplicado se reduce a cero desde el valor en £, la densidad
de flujo magnético no se reduce a cero sino que toma el valor en B,. Este valor se de-
nomina densidad de flujo residual o remanente (en Wb/m?) y depende de la mdxima
intensidad de campo aplicade. La existencia de una densidad de flujo remanente en un
material ferromagnético hace posible los imanes permanentes,

Para hacer nuia {a densidad de flujo magneético en un espéeimen, es necesario apli-
car una intensidad de campo magnético H, en la direccién opuesta. Esta H_ requeri-
da se denomina fiterza coercitiva, pero un nombre mas apropiado es infensidad de
campo coercitivo (en A/m). Al igual que B,, H, también depende del maximo valor de
la intensidad de flujo magnético aplicado.

Los materiales ferromagnéticos utilizados en generadores eléctricos, motores y
transformadores deben tener una magnetizacion muy grande para un campo muy pe-
quedio aplicado y deben tener curvas de histéresis altas y estrechas. Conforme la in-
tensidad del campo magnético aplicado varia periédicamente entre £H _, , se sigue la
curva de histéresis una vez por ciclo. El drea de la curva de histéresis correspende a
la pérdida de energia (pérdida por histéresis) por unidad de volumen en un ciclo, La
pérdida por histéresis es la energfa perdida en forma de calor para superar la friccién
que se presenta durante ¢l movimiento de paredes de los dominios y la rotacién de los
dominios. Los materiales ferromagnéticos, que tienen curvas de histéresis altas y es-
trechas con drea pequefia, se conocen como materiales “suaves”; normalmente son
materiales recocidos con pocas dislocaciones e impurezas, lo que facilita el movimiento
de las paredes de los dominios.

Por otra parte, los buenos imanes permanentes deben presentar gran resistencia
a la desmagnetizacién (o desimanacion). Para esto sc requiere que estén hechos con
materiales que tengan altas intensidades de campo coercitivo H,. y, por consiguiente,
curvas de histéresis mas anchas. Estos materiales s¢ conocen como materiales ferro-
magnéticos *duros”. La intensidad de campo coercitivo de los materiales ferromagnéticos
duros (como las ateaciones de aluminio, niquel y cobalto) puede ser de 10° (A/m) o
mayor, mientras que en los materiales suaves es de unos 50 {A/m) 0 menor.

Los dominios magnetizados se desorganizan si elevamos la temperatura de un ma-
terial ferromagnético hasta el punto donde la energia térmica excede la energia de aco-
plamiento de los momentos dipolares magnéticos. Por encima de esta temperatura critica,
conocida como femperatura de Curie, un material ferromagnético se comporta como una
sustancia paramagnética. La temperatura de Curie de la mayoria de los materiales ferro-
magnéticos estd entre unos cientos y mil grados celsius; la del hierro es de 770°C.

Las ferritas corresponden a otra clase de materiales magnéticos, Algunas ferritas
son compuestos de tipo cerdmico con conductividades muy bajas (por ejemplo, 102

| (8/m), en comparacion con 107 (S8/m) para eb hierre). La baja conductividad limita las
pérdidas por corrientes parasitas a altas frecuencias. Es por esto que Jas ferritas son
comunes en aplicaciones de alta frecucncia y microondas, como nucleos para antenas
de FM, transformadores de alta frecuencia y cambiadores de fasc. Las ferritas también
tienen una amplia gama de aplicaciones en los dispositivos de memoria de nicleo
magnético y disco magnético de compuradores.
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5-9 CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA CAMPOS MAGNETOSTATICOS

La componente
normal de B es
continua a través de
la superficie de
separacion.

Para resolver problemas relacionados con campos magnéticos en regiones con medios
que tienen propiedades fisicas diferentes, es necesario estudiar las condiciones (en la
frontera) que deben satisfacer los vectores B y H en las superficies de separacion de
los distintos medios. Si empleamos técnicas similares a las que se usaron en la seccion
3-8 para obtener las condiciones en la frontera de campos electrostéticos, podemos
derivar las condiciones en la frontera magnetostaticas aplicando las dos ecuaciones
fundamentales (Ecs. (5-6) y( 5-61)) a una pequefia caja cilindrica y a una pequefia
trayectoria cerrada, respectivamente, que incluyen la superficie de separacion. A partir
de la divergencia nula del campo B expresada en la ecuacion (5-6), podemos llegar di-
rectamente a la conclusion de que, al igual que en la ecuacion (4-34), la componen-
te normal de B es continua a través de una superficie de separacion; es decir,

B, = By  (T). (5-68)

En el caso de materiales lineales e isétropos, B, = y,H, y B, = u,H,, y la ecuacion
(5-68) se convierte en

i Hy, = Hyp (5-69)

La componente tangencial de un campo magnético no sera continua si hay una
corriente superficial por la superficie de separacion. Podemos derivar una condicién
en la frontera de las componentes tangenciales de H aplicando la ecuacién (5-63) a una
trayectoria cerrada abcda en la superficie de separacion de dos medios, como se ilustra
en la figura 5-13. Al dejar que los lados bec = da = Ah se aproximen a cero, tenemos

J' H,*d¢ = H, Aw + H, - (—Aw) = J,,,
abcda .

FIGURA 5-13 Trayectoria cerrada a través de la superficie de separacion entre dos medios para
la condicién en la frontera de H,.
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Condicidn en la
frontera para la
componente

tangencial de H

m EJERCICIO 5.7

HII_HZfZJsu (A/m},

(5-70)

donde J,, es la densidad superficial de corriente en ta superficie de separacion normal
al contorne abcda. La direccion de J,, es la del dede pulgar cuando los dedos de la
mano derecha siguen la direccion de la trayectoria. La direccion positiva de J,, para
la trayectoria clegida es hacia afuera del papel en la figura 5-13. La forma més general
de la ecuacién (5-70) es

2, x (H; —Hy}=J,  (A/m), (5-71)

donde a,, cs la normal unitaria hacia afuera del medio 2 en la superficie de
separacién.

Cuando las conductividades de ambos medios son finitas, las corrientes vienen
dadas por las densidades de corriente de volumen y las corrientes libres superficiales
no estan definidas en la superficie de separacién. Por lo tanto, J_ es igual a cero y e
componente tangencial de H es continua a través de la frontera de casi todos los
medios fisicos; ey discontinua unicamente cuando se supone la superficie de sepu-
racidn con un conductor ideal perfecto o con un superconductor. Dc esta manera,
para los campos magnetostaticos normalmente tenemos

H,, = H,,. (5-72)

La intensidad de campo magnético H, en un medio 1 con permeabilidad p, forma un angu-
lo e con la normal a la superficie se separacién con un medio 2 que tienc permeabilidad
4, Determine la relacion entre el Angulo «, (que forma H, con la normal) ¥ o

RESPUESTA: tan o/tan e = oy

PREGUNTAS DE REPASO

P.5-13 Defina ¢l vector de magnetizacion. (Cuél es su unidad en el 81?7

P.5-14 ;Qué quiere decir “densidades de corriente equivalentes de magnetizacidn”? ;Cua-
les son las unidades enel Sl de Vx My M x a,?

P.5-15 Defina el vector de intensidad de campe magnético. [Cudl es su unidad en el SI?
P.5-16 Escriba las dos ecuaciones diferenciales fundamentales que rigen la magnetostatica.

P.5-17 Defina la susceptibilidad magnética y la permeabilidud magnética. ;Cuales son sus
unidades en el SI?

P.5-18 ;La intensidad de campo magnético debida a una distribucion de corriente depende
de las propiedades del medio? ;Y la densidad de flujo magnético?

P.5-19 Defina los materiales digmagnéticos, paramagnéticos y ferromagnéticos.
P.5-20 ;Qué es una curva de histéresis? '

P.5-21 Defina la densidad de flujo remanente y la intensidad de campo coercitivo.
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P.5-22 Analice la diferencia entre los materiales ferromagnéticos duros y suaves.
P.5-23 ;Qué es la temperatura de Curie?

P.5-24 ;Cuales son las condiciones en la frontera de los campos magnetostéticos en la su-
perficie de separacion entre dos medios magnéticos diferentes?

COMENTARIOS

1. Los imanes permanentes cilindricos con magnetizacion uniforme son como la-
minas cilindricas con corriente superficial circunferencial constante.

2. No confunda la permeabilidad relativa, u,, de un medio con su permeabilidad
(absoluta) p. 1, equivale a 1 + x,, y es una cantidad sin dimensiones, mientras que
la unidad en el SI de u es (H/m). :

3. g, puede considerarse como la unidad en los materiales no ferromagnéticos. Los
materiales ferromagnéticos (niquel, cobalto, hierro y sus aleaciones) tienen una
u, muy grande y no son lineales (B no es proporcional a H).

5-10 INDUCTANCIAS E INDUCTORES

Considere dos espiras cerradas cercanas, C, y C,, que limitan las superficies S, y 5,
respectivamente, como se ilustra en la figura 5-14. Si fluye una corriente /, en C; se
creara un campo magnético B,. Parte del flujo magnético ocasionado por B, estara ligada
a C,, es decir, pasara a través de la superficie S, limitada por C,. Designemos este flujo
mutuo con @, ,. Tenemos

D, = L B,-ds, (Wb). (5-73)

FIGURA 5-14 Dos espiras acopladas magnéticamente.
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Inductancia mutua

Autoinductancia

A partir de la ley de Biot-Savart (Ec. (5-31)), vemos que B, cs directamente propor-
cional a /;; por lo tanto, @, , también es proporcional a /. Escribimos

D, =Ly, (5-74)

donde la constante de proporcionalidad L, ; se denomina inductancia mutua® entre las
espiras C, y C,, con unidad en el 81 de henry (H). En este caso, C, tiene N, vueltas y
el flujo ligado A, , debido a @, cs

Ay = Ny, (Wb), (5-7%)
La ecuacion (5-74) sc generaliza como
Az =Ly, (Wb), (5-76)
0
AI.Z NZ
L, = A _I; B,+ds, (H) 5-7h

La inductancia mutua entre dos circuitos es el flujo magnético ligado con un circuito
pur unidad de corriente en el otro. En la ecuacion (5-77) esta impiicito que la permeabi-
lidad del medio no cambia con {,. En otras palabras, ia ecuacion (5-74) y, por consi-
guiente, la ecuacion (5-77) solo son aplicables a medios lineales.

Una parte del flujo magnético producido por J, esta ligado Unicamente a C, y no
a C,. El flujo total ligado a C, causado por /| es

Ay =N0y > N,Dy,. (5-78)

La autoinductancia del circuito C, se define como el flujo ligado magnético por unidad
de corriente en el propio circuito, es decir,

A N,
L e s .
= T b B, -ds, {H), (5-79)

para un medio lineal. La autoinductancia de una espira o de un circuito depende de la
forma geométrica y la dispesicién fisica del conductor que constituye la espira o el
circuito, asi como de la permeabilidad del medio. En el caso de un medio lineal, la
autoinductancia no depende de la corriente en la espira o en el circuito,

Un conductor dispuesto en la forma adecuada (como un alambre conductor en-
rollado formando una bobina} para proporcionar cicrta cantidad de autoinductancia se
conoce como inductor. Asi como un condensador puede almacenar energia eléctrica,
un inductor puede almacenar energia magnética, como veremos en la seccion 5-11,

* En los libros de tcoria de circuitos se usa con frecuencia ¢l simbolo M para denotar la inductancia mutua,
Aqui usaremos L, ., ya que hemos empleado M para la magnetizacion.
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Procedimientao para
determinagr la
autoinductancla

EJEMPLO 5-8

Cuando tratamos con una sela espira o una bobina no es necesario usar los subindi-
ces de la ecuacidn (5-79) v la inductancia, sin adjetivo, se considera como autoinduc-
tancia. El procedimiento para determinar la autoinductancia de un inductor es el
siguiente:

1.  Elija un sistema de coordenadas apropiado para la geometria dada.

2.  Suponga una corriente / en el alambre conductor,

3. Determine B a partir de { usando la ley circuital de Ampére (Ec. (5-10)) si existe
simetria; en caso contrario deberd usar la ley de Biot-Savart (Ec. (5-31)).

4. Encuentre ¢l flujo ligado a cada vuelta, &, a partir de B mediante integracion:

(1 =_|‘ B-ds,
5

donde S es el area sobre la cual existe B y que esta ligada a la corriente supuesta.
5. Determine el flujo ligado A multiplicando @ por el numere de vueltas.

6. Determine L usando el cociente £ = A/l

Para determinar la inductancia mutua L, , entre dos circuitos solo se requiere
una ligera modificacion de este procedimiento. Tras elegir un sistema de coordenadas
apropiado, contintie de la siguiente manera: Suponga /, — Encuentre B, — Encuentre
@, integrando B, sobre la superficie §,— Determine ¢l flujo ligado A, = N;$,—
Determine L, = A,,//,.

Alrededor de un marco toroidal de seccién transversal rectangular con las dimensio-
nes presentadas en la figura 5-15 se enrellan muy juntas N vueltas de alambre. Supo-
nicndo que ia permeabilidad ded medio es u,, determine la autsinductancia de la bobina
toroidal.

SOLUCION

Es evidente que el sistema de coordenadas cilindricas es apropiado para este problema, ya
que ¢l toroide tiene simetria alrededor de su eje. Supeniendo una corriente / en ¢l alam-
bre conductor, al aplicar la ecuacion {5-10) a la trayectoria circular con radio r(a < r < b)

hallamos:
B=a,8,,
d( = a¢r de.

1]

in
E# B-ds =.|. B,rd¢ = 2nrB,.
c

Sc obtiene este resultado porque tanto B, como r son constantes alrededor de la tra-
yectoria circular C. Puesto que la trayectoria encierra una corriente total M1, tenemos

2nrB, = pohi
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Inductancia de una
bobina con N
espiras enrolladas
muy juntas

FIGURA 5-15 Bobina toroidal con vueltas enrolladas muy juntas (ejemplo 5-8).

B =P-0Nl

e (5-80)

que es lo mismo que la ecuacion (5-13) del ejemplo 5-2 para una bobina toroidal con
seccion transversal circular.

Después encontramos

NI
®= L B-ds = L (% %)'(a,,hdr)

_,uoN!h-I‘”Ea': uoNIh b J'

In —.
2n ey 2n na

El flujo ligado A es Nd o

Nl
tolVilh In é

= 2n a

Finalmente obtenemos

(H). (5-81)

Observamos que la autoinductancia no es una funcion de 7 (para un medio de per-
meabilidad constante) y que es proporcional al cuadrado del nimero de vueltas. El hecho
de que las espiras estén enrolladas muy juntas es para minimizar el flujo ligado a cada
espira individual.
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EJEMPLO 5-9

Inguctancia por
unidad de longitud
de un solenocide
largo

EIEMPLO 5-10

Determine la inductancia por unidad de longitud de un solenoide muy largo con 1 vueltas
por unidad de lengitud. La permeabilidad del nicleo es u.

SOLUCION

La densidad de flujo magnético en un solenoide muy largo puede obtenerse a partir de
la ecuacion (5-80) si consideramos el solenoide como una bobina toroidal de radio
infinito. En este caso, las dimensiones de la seccidn transversal del nucleo son muy
pequedas en comparacion con ¢l radio, y la densidad de flujo magnético en el solenoide
es aproximadamente constante. A partir de la ecvacion (5-80) tenemos

B = ﬂ(—z%) I = unl, (5-82)
donde # es el nimero de vueltas por unidad de longitud. Por lo tanto,

B = unl,
que es constante en el solencide. Por consiguiente,

@ = BS = unSI, (5-83)

donde S es la secci6n transversal del solenoide. El flujo ligado por unidad de longi-
tud’ es

A =n® = un’SL ; (5-84)

Por consiguiente, la inductancia por unidad de longitud es

L' =un®S  (H/m). (5-85)

La ecuacién (5-85) es una formula aproximada que se basa en la suposicién de que la
longitud del solenoide es mucho mayor que las dimensiones lineates de su scceidn trans-
versal. Una derivacién mas precisa de la densidad de flujo magnético y del flujo ligado
por unidad de longitud cerca de los extremos de un soleneide finite indicard que son
meneres gue los valores obtenidos, respectivamente, con las ecuaciones (5-82} y (5-84}.
Por tanto, la inductancia total de un solenoide finito es algo menor que tos valores de
L', tal como se indica en la ecuacion (5-83) multiplicado por la longitud.

Una linca de transmisién coaxial llena de aire tiene un conductor interior sdlido de radie
a y un conductor externo muy delgado de radio interior 5. Determine la inductancia
por unidad de longitud de la linea.

' Usamos una prima para indicar cantidades por unidad de longitud.
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SoLucIOoN

Remitase a la figura 5-16. Suponga que una corriente  fluye por el conductor inter-
no y regresa ¢n la direccidn contraria por el conductor externo. B solo tiene compo-
nente en f'debido a la simetria cilindrica. Suponga también que la corriente / se distribuye
de manera uniforme por la seccidn transversal del conductor interno. Primero halla-

mos los valores de B.

a)

b)

En el conductor interno,
0<r<a.

A partir de la ecoacidn (5-11),

pord
Bl _ R¢B¢1 = a¢ 2:{7. (5‘86)

Entre los conductores interno y externo,
a<pr<h,

A partir de la ecuacidn (5-12),

ol
B,=2a,B8,, =a, 2_:0:r (5-87)

Considere ahora una region anular en el conductor intemo, con radios v 7 + dr.

La corriente en una unidad de longitud de esta regién anular esta ligada al flujo que
puede obtenerse al integrar, las ecuaciones (5-86) y (5-87). Tenemos

a h
Ao = J. B¢1dr+.’. B, dr

r

a 3

ma® ), T o
MOI 2 2 -uUI b
- iy Bl 2
g @ i (5-88)

Pero la corriente en la regidén anular es solo una fraccién (2ar dr/ma® = 2r dr/a?) de
la corriente total /. Por ello, el flujo ligado a esta regién anular es

FIGURA 5-16 Dos vistas dc una linea de transmisién coaxial (¢jemplo 5-10).
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EJEMPLO 5-11

5-10 INDUCTANCIAS E INDUCTORES_ 207
o adede s

El flujo totat ligado por unidad de longitud es

A'=.[ dA’

r=9

1 ] a
5t o [ ()]
0 0
LY
= (4+lna).

La inductancia de una unidad de longitud de la linea de transmision ceaxial es entonces

il

AN o Mo b
= — = 4 |n - H/m),
& I 8n+21r na (/)

(5-90)

El primer términe, p,/87, proviene del flujo ligado interno al conductor interno séli-
do; se conoce como inductancia interna por unidad de longitud del conductor interno.
El segundo términoe proviene del flujo tigado que cxiste entre el conductor interno y
el externo; este términe se conoce como inductancia externa por unidad de longitud
de la linea coaxial. El término py/87 no existiria si ¢l conductor interno fuera un tubo
hueco delgado; inicamente habria inductancia externa.

Calcule [as inductancias interna y externa por unidad de longitud de una linea de
transmision que consiste en dos largos alambres conductores paralelos de radio a
que transportan corrientes en direcciones opuestas, Los ejes de los alambres estan
separados por una distancia  muche mayor que 4.

SOLUCION

La autoinductancia interna por unidad de longitud de cada alambre s uy/87, con base
en la ecuacion (5-90). Para dos alambres tenemos entonces

Ho _ Ho
L=2x2 =70 (y4im) 3
: 8n 4= (H/m) @2l

Para hallar la autoinductancia externa por unidad de tongitud, primero se calcula

el flujo magnético ligado con una unidad de longitud de la linea de transmisién para
una corriente supuesta / en los alambres. En el plano xz donde se encuentrar los dos
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2

FIGURA 5-17 Linea de transmisién de dos alambres (ejemplo 5-11).

alambres, como en la figura 5-17, los vectores B producidos por las corrientes igua-
les y opuestas en los dos alambres tinicamente tienen componente en y:

#of
"7 dnx (>-58)
= ol
s R s (593

El flujo ligado por unidad de longitud es entonces

d-a
o =f (B, + B,;)dx

a

d—a
el 11
‘_[, i [ v g

‘”“" ( _“); g (Wb/m).
Por lo tanto, /
whis @ _Ho ﬂ
Ly In 5 (H/m), (5-94)

y la autoinductancia total por unidad de longitud de la linea de dos alambres es

Inductancia por ; ; = olig il d d
unidad de longitud L=L+L = ;0 (E +In E) (H/m). (5-95)
de una linea de

transmisién de
alambres paralelos
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Podemos demosirar de manera formal que la inductancia mutua L, , entre dos cir-
cuitos C, y C,, obtenida a partir del fluyjo magnético que liga C, por una unidad de co-
rricnte en C|, es igual que la inductancia mutua L, , obtenida a partir del flujo magnético
que liga C, por una unidad de corriente en C,; es decir, L,, = L,,. Por lo tanto, como
primer pase al trabajar en un problema de determinacion de la inductancia mutua, de-
bemaos examinar la geometria del problema y aprovechar la mas sencilla de las dos
formas,

Determine la inductancia mutua entre una cspira rectangular conductora y un alambre
recto muy largo, como se ilustra en la figura 5-18.

SOLUCION :

Pedemos ver en este problema que es bastante sencillo supener una corriente en el largo
alambre recto, escribir la densidad de flujo magnético y encontrar el flujo ligado a la
espira rectangular. Sin embargo, scria mas complicado hallar Ia densidad de flujo
magnético y el flujo ligado al alambre recto debido a una corrientc supuesta en la espira
rectangular. '

Designemos el largo alambre recto como circuito | vy la espira rectangular como
circuito 2, La densidad de fluje magnético B, debido a la corriente /, en el alambre
s, al aplicar la ley circuital de Ampére,

FIGURA 5-1% Espira rectangular conductora y alambre recto largo {gjemplo 5-12).

1
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_ #oly
B, =a, o (5-96)
El flujo ligado A, , =P, , es
A= J.S B, -ds.. (5-97)
donde ds, = a,h dr. Al combinar fas ecuaciones {5-96} y (5-97) se obtiene
_ pﬂ‘ll d+w ﬁ
A=l [
Hohl w
a= 1+—1. -
5 1n( + d) | {5-98)
Por lo tanto, la inductancia mutua es
Ay Hoh w
T s i H . -
Li; T In{i+- (H} (5-99)

5-11 ENERGIA MAGNETICA

Hasta ahora hemos analizado la autoinductancia y la inductancia mutua ¢n términos
estaticos. Sin embargo, sabemos que los inductores sin resistencia aparecen como
cortocircuitos para las corrientes estacionarias {continuas); es evidente la nceesidad de
considerar corrientes alternas cuando nos interesan los efectos de las inductancias sobre
circuitos y campos magnéticos. Pospondremos hasta el proximo capitulo el tratamiento
general de los campos electromagnéticos variables en el tiempo (electrodinirmica).

En la seccién 3-10 analizamos el hecho de que se requiere trabajo para formar
un grupo de cargas y que este trabajo se almacena como energia elécirica, Es de es-
perar quc también se requiera trabajo para enviar corrientes en espiras conductoras ¥
que éste se almacene como energia magnética. Considere una espira cerrada con aw-
toinductancia L, en la cual la corriente inicialmente es cero. Se conecta a la espira un
generador de corriente que aumenta la corriente /; de cero a ;. Basdndonos en nuestros
conocimientos de fisica sabemos que se inducird un fuerza electromotriz (fem) en la
espira que sc opone al cambio en corriente. Hay que realizar cierto tlrabajo para superar
esta fuerza clectromotriz. Sea v, = L,d¥/df el voltaje en la inductancia. El trabajo re-
querido es

I

W = j vl dt =L, J i, diy = 3L, 7. (5-100)

0

que se almacena como energia magnética.
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Energia magnética
almacenade en dos
espiras acopladas
por las que clrculan
corriantes

Energia magnética
almagenada en una
inductancia

® EJERCICIO 5.8

Considere ahora dos espiras cerradas C, y C, por las que circulan corrientes
i) & Iy, respectivamente, Las corrientes al principic son cero y se incrementaran a
{, e I, respectivamente. Para hallar la cantidad de trabajo requerida, primero man-
tenemos i, = 0 y aumentamos 7, de cero a /,. Para esto se requiere un trabajo W, en
la espira C|, dade por la ecuacion (5-100); no se realiza ningln trabajo en la espi-
ra C,, ya que #, = 0. Después mantenemos #, en /| y aumentamos i, de cero a /,. Debido
al acoplamiento mutuo, parte del flujo magnético ocasionade por #; estard ligado a la
espira C,, dande {ugar a una fuerza electromotriz inducida que debe ser superada por
un voltaje v, | = + L, \di,/dt para mantener {, constante en su valor de 7,. El trabajo
que csto implica ¢s

WZI =J. Uz:]ldf = iL21!l J‘

[#]

Iz
di, = £ Ly 013 (5-101)

El signo positivo es aplicable en la ecuacioén (5-101} si /, ¢ L, en C, y C, son tales que
sus campos magnéticos sc refuerzan entre si; se aplica el signo negativo si sus cam-
pos magnéticos se oponen unc a otre.

Al mismo tiempo hay que efectuar un trabajo W, , en la espira C, para contra-
rrestar la fuerza electromagnética inducida al aumentar #, de 0 a /.

Wy = %L, 13, {5-102)

La cantidad tetal de trabaje que hay que realizar para aumentar de cero a {, e /, las comientes
en las espiras C, y C,, respectivamente, s entonces fa sumade W, W, vy W,

W2=%L11%iL2111"2 +4L,13, (5-103)

que es la energia almacenada en el campo magnético de las dos espiras acopladas por
las que circulan corrientes.

En el caso de una corriente 7 que fluye por un inductor con inductancia Z, la
energia magnética almacenada es

w, =iLIZ (). (5-104)

Exprese la energia magnética aimacenada en términos del MMujo ligado @ y de la corriente
I en un inductor con inductancia L.

RESPUESTA: D72,

5-11.1 ENERGIA MAGNETICA EN TEAMINOS DE CANTIDADES DE CAMPO

Cuando analizamos la energia electrostatica en la subseccion 3-10.1, vimos gue cra
conveniente expresar W, en términos de las cantidades de campo E y D, como se hizo
en las ecuaciones (3-103) y (3-106). Basandonos en ¢l trabajo que hemos realizado
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 Energia magnética
en términos de
ByH

Energia magnética
en términos de By

hasta ahora, observamos las siguientes relaciones analogas entre las cantidades en la
electrostatica y aquellas en la magnetostatica:

Electrostatica Magnetostatica
E B
D H
€ 1/u

Resulta que podemos escribir la energia magnética ¥, en un medio lineal en términos
de B ¥ H, usande la ecuacion (3-105) y la analogia anterior. De esta manera,

1
W= J.y‘ H-Bdv  (J). (5-105)

Si empleamos la relacion constitutiva H = B/¢ de un medio lineal, podemos escribir

1 B?
Wm = 5 J"p 7(10 (J} {5-106)

No incluiremos aqui una derivacion formal aparte de las ecuactones (5-105) y (5-106).
Veremos de nuevo las energias eléctrica y magnética en la seccidn 7-3, cuando ana-
licemos el flujo de la potencia electromagniética.

Si definimos una densidad de energia magnética, w,, tal que su integral de vo-
lumen sea igual a la encrgia magnética total

W, = J.V_ w,, dbv, (5-107)
podemaos escribir w,, como

w, =iH'B  (J/m?), (5-1082)
0 .

w, = % {J/m?). (5-108b)

Si usamos la ecuacion {(5-104) junto con la ecuacién (5-105) o la ecuacion
(5-106), muchas veces podemos determinar la autoinductancia de manera mas facil
a partir de la cnergia magnética almacenada, calculada en términos de B o H, en
lugar de usar el fluje ligado. Tenemos

(H). (5-109)
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EJEMPLO 5-13

H EJERCICIO 5.9

Use la encrgia magnética almacenada para determinar la inductancia por unidad de
longitud de una linea de transmisién coaxial llena de aire que tiene un conductor in-
terno $0lido de radio @ y un conductor externo muy delgado dc radio b.

SOLUCION

Este es el mismo problema que se presento en el ejemple 5-10, donde determina-
mos la autoinductancia considerando los flujos ligados. Remitase de nuevo a la figura
5-16. Suponga que fluye una corriente uniforme / por el conductor interno ¥ que re-

-gresa por ¢l conductor externo. La encrgia magnética por unidad de longitud alma-

cenada en el conductor interno es, a partir de las ecuaciones (5-86) v (5-106),

1 a
W, = " L B}, 2nrdr

wol? [, o l? (5-110)
= d = — -
4ma* L A= 6n (Hjm)

La energia magnética por unidad de longitud almacenada en la regién entre los con-
ductores interno y externo es, con base en las ecuaciones {5-87) y (5-106),

1 b
= ﬂ- f Bl,2nrdr
0 Jer :
2 e 2 (5-111)
= P4of J. —dr= ,u:f In = (J/m).
T Je n

Por consiguiente, con la ecuacion (5-109) tencmos

2
L= I (W + W,2)
(5-112)

b

lo mismo que en la ecuacidn (5-90). El procedimiente empleado en esta solucion es
comparativamente mas sencillo que el utilizado en el ejemplo 5-10.

Una corricnte [ fluye por la bobina toroidal de N vueltas de la figura 5-15.

a) Obtenga una expresion para la energia magnética almacenada.

b) Use la ecuacion (5-109) para determinar su autoinductancia y compruche su resultado
usando la ecuacion (5-81).

RESPUESTA: {a) [, (NN In (B/ay)rdn (1.
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PREGUNTAS DE REPASO

P.5-25 Defina (a) la inductancia mutua entre dos circuitos y (b) la autoinductancia de una
bobina.

P.5-26 ;Qué significa la inductancia interna de un conductor?

P.5-27 Escriba la expresion para la energia magnética almacenada de dos espiras acopla-
das por las que circulan corrientes.

P.5-28 Escriba la expresion para la energia magnética almacenada en términos de las can-
tidades de campe.

COMENTARIOS

1. Laautoinductancia de las bobinas solenoidales y toroidales devanadas con alam-
bre es proporcional al cuadrado del nimero de vueltas.

2. Lainductancia interna de los tubos conductores delgados y rectos es aproxima-
damente cero; para los conductores s6lidos, rectos, no ferromagnéticos, csu/8x
(H/m).

3. La inductancia mutua entre dos circuitos acoplados tiene la propiedad de que

Lyy=1Ly,

4. La consideracion de inductancias implica necesariamente corrientes alternas {ca),
ya que para corriente continua (cc) los inductores sin resistencia se comportan
como cortocircuitos,

5, A frecuencias muy altas, la distribucion de corriente en los conductores no cs
muy uniforme y tiende a concentrarse en la superficie (debido al efecto de pere-
fracion, el cual analizaremos en el capitulo 7). Este fenémeno debe considerarse
en los cdlculos de inductancia.

5-12 FUERZAS Y PARES MAGNETICOS

Previamente sefialamos que una carga ¢ que se mueve con velocidad u en un campo
magnético con densidad de flujo B experimenta una fuerza magnética ¥, indicada por
la ecuacion {5-4), la cual se repite a continuacion:

F,=quxB (N). (5-113)

En esta seccidn analizaremos varios aspectos de las fuerzas y los pares en circuitos que
transportan corriente en campos magneticos estaticos.

5-12.1 FUERZAS Y PARES SOBRE CONDUCTORES POR LOS QUE CIACULAN CORRIENTES

Consideremos un elemento de un conductor d¢ con seccién transversal S. Si hay ¥
portadores de carga (electrones) por unidad de volumen que se mueven a una velocidad
 en Ja direccién de @€, la fuerza magnética sobre el elemento diferencial es, de acuerdo
con la ecuacion (5-113),



Fuerza magnética
sobre un circuito
por el que circula
una carrlente en un
campo magnético

Ley de l1a fuerza de
Ampére entre dos
circuitos por los
qué circulan
cotrientes
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4F, = —NeS|dflw x B
= —NeS|u|dZ x B, Gl

donde e es la carga electronica. Las dos expresic.es en la ecuacion (5-114) son equi-
valentes, ya que u y d€ tienen la misma direccion. Ahora, puesto que —NeS |u] es igual
a la corriente en el conductor, podemos escribir la ecuacion (5-114) como

dF,=1d¢ xB (N, (5-115)

La fuerza magnética sobre un circuito completo (cerrado) de contorno C por el que
circula una corriente { en un campo magnético B es entonces

F,,,=IEF ¢ xB (N (5-116)
c

Cuando hay dos circuitos por los que circulan corrientes /; e I, respectivamente,
la situacion es analoga a la de un circuito por el que circula una corriente en ¢l campo
magnético creade por el otro. En presencia de un flujo magnético B, ,, ocasionado por
ia corriente /; en |, la fuerza F, , sobre el circuito C, puede escribirse como

F,, = JZE{; d¢, x By, (5-117a)
<2

donde B, , es, a partir de la ley de Biot-Savart (Ec. 5-31),

_ ﬂofl d{l X axiz
B,, = o EE:. A (5-117b)
Al combinar las ecuaciones (5-117a) y (5-117b) se obtiene
da¢ x(d( xag,.)
Fi, ’u“ = 1, EE ﬂ; A (N), (5-118)
Ty

que es la ley de la fuerza de Ampeére entre dos circuitos por los que circulan corrientes.
Es una relacidn proporcional al inverso del cnadrado y debe compararse con la ley de
la fuerza de Coulomb de la ecuacidn (3-13) entre dos cargas estacionarias. Vemos
que la férmula de fuerza de dos circuitos por los que circulan corrientes es mucho
mas complicada que la de dos cargas estacionarias. Para el ¢élculo practico convie-
ne dividir la impresionante ecuacion (5-118) en los dos pasos representados por las ecua-
ciones (5-117a) y (5-117b).

La fuerza F, | sobre un circuito C,, debida al flujo magnético ocasionado por la
corriente I, en C,, se obtiene también a partir de la'ecuacién (5-118) con sélo inter-
cambiar | ¥ 2 en los subindices. La tercera ley dc'Newt(‘m, que rige la accion y la
reaccion, asegura que F, = —F, ..
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EJEMPLO 5-14

Fuerza de atraccién
{repulgién) entre
dos alambres por
los que circulan
corriantes en el
mismo sentldo {en
sentidos opuestas)

Determine la fuerza por unidad de longitud entre dos alambres conductores planos,
paralelos ¢ infinitamente largos por los que circulan corrientes /; e f, en la misma
direccion. Los alambres estan separados una distancia 4.

SOLUCION

Consideremos que los alambres se encuentran en ¢l plane yz y designemos el alambre
de Ia izquierda come el circuite 1, como se ilustra en la figura 5-19, Este problema es
una aplicacion directa de la ecuacion (5-117a). 8i usamos F|, para designar la fuer-
za por unidad de longitud sobre el alambre 2, tenemos

Fi; = I8, x B,,), (5-119)
donde B, 5, la densidad de flujo magnético en el alambre 2, establecido por la corriente
/, en ¢l alambre 1, es constante sobre el alambre 2. No es necesaria usar la ecunacidn
(5-117b} para determinar B, ,, pues se supone que los alambres son infinitamente largos
y existe simetria cilindrica. Aplicamos la ley circuital de Ampére y escribimos, con base
en la ecuacidn (5-12),

ol
B—=— 1 5-120
12 a, Ind ( )
Al sustituir la ecuacidn (5-120) en la couacion (5-119) se obtiene
R LI .
12 = —8&, e (N/m). (5-121)

Vemos que la fuerza sobre el alambre 2 lo atrae hacia el alambre 1. Por lo tante,
la fuerza entre dos alambres por los que circulan corrientes en la misma direccion
¢s una fuerza de atraccién (a diferencia de la fuerza entre dos cargas de la misma
polaridad, que es de repulsion).

FIGURA 5-19 Fuerza entre dos alambres paralelos por Jos que circulan corrientes
{(ejemplo 5-14).
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 EJERCICIO 5.10

Suponga que una corriente £, tluye por la espira rectangular de la figura 5-18 en ¢} sentido
de las agujas del reloj. Determine la fuerza neta sobre la espira.

RESPUESTA: —a,u,f [ Awi2ad(d + w).

Consideremos ahora una pequefia espira circular de radio 4 por la que circula una
corriente 7 en un campo magnético uniforme de densidad B. Es convenicente separar
B en dos componentes, B = B, + By, donde B, y B son perpendicular y paralela 4l
plano de la espira, respectivamente. Cemo se ilustra en la figura 5-20(a), la compo-
nente perpendicular B, tiende a expandir la espira (o a contraerla si se invierte la di-
reccion de ), pero no ¢jerce fuerza neta para mover la espira. La componente paralcla
B produce una fuerza dF | hacia arriba (hacia tuera del papel) sobre ¢l elemento df,
y una hacia abajo (hacia dentro del papel) dF, = —dF| c¢n ¢l clemento simétricamen-
te localizado &4, como se 1lustra en la figura 5-20(b). Aunque la fuerza neta que produce
B sobre toda la cspira tambi€n es nula, existe un par que tiende a girar la espira sobre
el eje x, de manera que se alinea el campo magnético (producide per /) con ¢l cam-
po B externo. El par diferencial producido por dF, y dF, es

dT = a,(dF)2b sen ¢

=a,(fd/ B sen ¢)2b sen ¢

=8,2Ib?B sen? ¢ do,
donde dF = |dF || = |dF, |y d€ =|d€, =idf,| = b d¢. El par total que actia sobre la
expira cs

T= J. dT =a,216°B, J. sen? ¢ dep
)]

= a,I(nb*}B,.

(5-122)

FIGURA 5-200 Espira circular en un campo magnético uniforme B=8B, + B .
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Par experimentado
por un circuito por
el que circula una
corrlente en un
campa magnético

EJEMPLO 5-15

81 usamos la definicion del momento dipolar magnético de la ecuacidn (5-45),
m = a,l(nb?) = a,1S, '
donde a, es un vector unidad en la direccién del dedoe pulgar derecho (normal al plano

de la espira) cuandao los dedos de {a mano derecha siguen la direccidn de la corrien-
te, podemos escribir la ccuacidn (5-123) como

T=mxB {(N-m). {5-124)

En la ecuacion (5-124) se usa el vector B (en lugar de B ) porque m X (B, + By ) =
m X B, Este es el par que alinea los dipolos magnéticos microscopicos en los materiales
magnéticos y¥ hace que los materiales se magneticen al aplicar un campo magnético.
Debemos recordar que la ecuacion {5-124) no es valida si B no es uniforme sobre toda
la espira por la que circula corriente.

Por una espira rectangular en el plano xy, con lados b, y 4,, circula una corriente /. La
espira estd en un campo magnélico uniforme B=a B, +a B, +a B, Determine la fuerza
y el par sobre la espira.

SOLUCION

Al descomponer B en sus componentes perpendicular y paralela B, y B, tenemos

B, =aB; (5-125a)

B, =aB, +a,B, (5-125b)
Suponiendo que la corriente fluye en direccidn de las agujas de! reloj, como se muestra
en la figura 3-21, encentramos que la componente perpendicular a_B, produce fuerzas
fh 8 en los lados (1} y (3) y fuerzas [b,B, en los lados (2) y (4), todas dirigidas ha-
cia el centro de la espira. La suma vectorial de estas cuatro fuerzas que tienden a contraer
la espira es cero y no s¢ preduce par.

La componente paralela de la densidad de flujo magnético, B |, produce las si-
guicntes fuerzas en los cuatro lados:

F,=Iba,x(a,B,+a,B)

:azIbIBy e (5-126a)
Fy=1Ib)(—a)x{(a B, +a,B8)
(5-126b)
=z, 81”723,, = _F4.

Una vez mas, la fuerza neta sobre fa espira, F| + F, + F, + F,, es cero. Sin cmbargo,
estas fuerzas dan lugar a un par neto que puede calcularse como sigue. El par T,
ocasionado por las fuerzas F; y F; en los lados (1} y (3) es

T13 = axfb,szy; (5‘12?&)
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FiGURA 5-21 Espira rectangular en un campe magnético uniforme (ejemplo 5-15).

el par T, , producido por las fuerzas F, y F, en los lados (2) y (4) es
T,e = —a,ibb,B,. (5-127b)
El par total sobre la espira rectangular es entonces

T =T+ To=1Ibbya,B,—a,B) (N-m) (5-128)

Puesto que el momento magnético de la espira es m =—a /b b,, cl resultade de
la ecuacién (5-128) es exactamente T = m X (a, B, + a, 8 ) = m X B. Pese al hecho
de que la ecuacion (5-124) se haya derivado para una espira circular, la formula del
par es vilida también para una espira rectangular. De hecho, podemoes demostrar que
la ecuacion (5-124) es aplicable a una espira plana de cualquier forma, siempre y cuando
esté inmersa en un campo magnético uniforme.

5-12.2 MOTORES DE CORRIENTE CONTINUA

Principio de
funclonamiento de
lzs motores de
carrlente continua

El principio de operacién de los motores de corriente continua (cc) se basa en la ecua-
cidn (5-124). En la figura 5-22(a) se muestra el diagrama esquematico de uno de es-
tos motores. El campo magnético B es producido por una corriente de campo /,en un
devanado alrededor de las piezas de los polos. Al enviar una corriente / por la espi-
ra rectangular, se produce un par gue hace que la espira gire en direccion de las agujas
del refoj desde la perspectiva de la direccidn +x; esto se ilustra en la figura 5-22(b).
Se requiere un anillo partido con escobillas para que las corrientes en las dos partes
de la bobina inviertan su direccién cada medio giro y el par T sec mantenga siempre
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4

(a) Vista en perspectiva. (b) Vista esquematica desde la direccion +x.

FIGURA 5-22 [lustracion del principio de funcionamiento de un motor de corriente continua.

en la misma direccion; el momento magnético m de la espira debe tener una compo-
nente z positiva.

Para lograi una operacion regular y eficiente, un motor cc real tiene muchas de
estas espiras rectangulares devanadas y distribuidas alrededor de una armadura con nui-
cleo ferromagnético. Los extremos de las espiras se unen a un par de barras conduc-
toras dispuestas sobre un pequefio tambor cilindrico llamado conmutador. El conmutador
tiene doble nimero de barras conductoras paralelas aisladas entre si que de espiras.

5-12.3

FUERZAS Y PARES EN TERMINOS DE LA ENERGIA MAGNETICA ALMACENADA

Todos los conductores y circuitos por los que circulan corrientes experimentan fuer-
zas magnéticas cuando se sitiian en un campo magnético. S6lo se mantienen en su lugar
si existen fuerzas mecanicas iguales y opuestas a las fuerzas magnéticas. Con la ex-
cepcion de casos simétricos especiales (como el caso de los dos largos alambres con-
ductores paralelos infinitamente largos por los que circulan corrientes en el ejemplo
5-14), es muy tedioso usar la ley de la fuerza de Ampére para determinar las fuerzas
magnéticas entre circuitos por los que circulan corrientes. Veremos ahora un método
alternativo para hallar las fuerzas magnéticas y los pares basandonos en el principio
de desplazamiento virtual. Usamos este principio en la subseccion 3-10.2 para deter-
minar las fuerzas electrostaticas entre conductores cargados.

Si suponemos que el desplazamiento diferencial virtual &€ de uno de los circuitos
por los que circulan corrientes no produce cambios en los flujos ligados, no habri
fuerzas electromagnéticas inducidas y las fuentes no suministraran energia al sistema,
El trabajo mecénico Fg, - d€ realizado por el sistema es a expensas de una reduccion
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Determinacion de la
fuerza magnética
sobre un circuito
por el que circula
una corriente,
usando el método
de desplazamiento
virtual

Par alrededor de un
eje dado sobre un
circuito por el que
circula una corriente
en un campo
magnético, usando
el método de
desplazamiento
virtual

en la energia magnética W, almacenada. Aqui Fg, denota la fuerza en la condicién de
flujo constante. Tenemos

Fo'dt = —dW, = —(VW,)-d¢, (5-129)
de lo cual se desprende que
Fo=—-VW, (N). (5-130)

La ecuacion vectorial (5-130) es en realidad tres ecuaciones en el espacio tridimensional.
Por ejemplo, la fuerza en la direccién x en coordenadas cartesianas es

aw,,
(F O)r - ik ox 5
Pueden obtenerse expresiones similares para las otras direcciones.
Si el circuito esta restringido a girar sobre un eje, digamos el eje z, el trabajo me-

cénico realizado por el sistema serd (7,).d¢ y

(5-131)

W,
(Te). = — %f (N-m), (5-132)

que es la componente z del par que actiia sobre el circuito en la condicion de flujos
ligados constantes.

EJEMPLO 5-16

Considere el electroiméan de la figura 5-23, donde una corriente / en una bobina de N
vueltas produce un flujo @ en el circuito magnético. La seccién transversal del nicleo
es S. Determine la fuerza hacia arriba sobre la armadura.

FIGURA 5-23 Electroiman (ejemplo 5-16).
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SOLUCION

Dejemos que fa armadura realice un desplazamiento virtual dy {(un incremento diferencial
en ¥) y ajustemos la fucnte de manera que el flujo @ permanczca constante. Un des-
plazamiento de la armadura Unicamente cambia la longitud de los entrehierros; por
consiguiente, el desplazamiento sélo cambia la energia magnética almacenada en los
dos entrehietrros. A partir de la ecuacion (5-106) tenemos

BZ
dwm a d( Wm)entmhicrm = 2(_“_ A} dy)
2po

o2 (5-133)
=——dy.
HoS
Un incremento ¢n la longitud del entrehicrro (ofy positivo) aumenta la encrgia magnética
almacenada si & es constante. Usamos la ecuacion (5-130) para obtener la fuerza en
la direccion y:

W, P? % :
5 -—ayﬁ {N). (5-134)

E! signo negative indica que la fuerza tiende a reducir la longitud del entrehierro; es

Fo=a,(Fq), = ay(

decir, se trata de una fuerza de atraccion.

PREGUNTAS DE REPASO

P.5-29 Proporcione la expresion integral de la fuerza sobre un circuito cerrado por el que
circula una corriente § en un campo magnético B.

P.5-30 Escriba la formula que expresa el par sebre un circuito por el que circula una co-
rriente en un campo magnélico.

P.5-31 Expliquc el principio de operacién de los motores de corricnte continua.

P.5-32 ;Cuadl es la relacion entre la fuerza y la encrgia magnética almacenada en un
sistema de circuitos por los que circulan corrientes en la condicién de flujos ligados
constantes?

COMENTARIOS

1. La fuerza magnética entre dos alambres por los que circulan corrientes serd de
atraceion si las corrientes tienen la misma direccion y de repuision si las co-
rricntes van en direcciones opuesias.

2. El par sobre una espira por la que circula una corriente (incluyendo los dipolos
magnéticos microscopicos) es en una direccion que tiende a alinear el mo-
mento magnétice de la espira con el campo magnético aplicado.

3. Laformuladel par T =m % B s6lo es aplicable si el campo magnético externo es

uniforme sobre la espira por a que circula la corriente.
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RESUMEN

Una carga en movimiento en una region donde existen campos eléctricos y magnéti-
cos experimenta una fuerza eléctrica y una fuerza magnética. La fuerza electromagnética
total esta dada por la ecuacion de la fuerza de Lorentz. Tras presentar la formula de
la fuerza magnética sobre una carga en movimiento en un campo magnético,

+ presentamoes los dos postulados fundamentales de la magnetostatica en el espacio
libre, que especifican la divergencia y el rotacional de B;

« obtuvimos la ley circuital de Ampére, la cual nos permitid determinar la densidad
de flujo magnético debida a una distribucidn de corriente en condiciones de simetria;

» presentamos el cencepto del potencial magnético vector;

» derivamos la ley de Biot-Savart para determinar el campo B debido a una corricnte
que fluye por una trayectoria cerrada;

« analizamos ei efecto microscopico de los momentos dipolares inducidos, hallando
las densidades de corriente equivalente de magnetizacion;

+ definimos la intensidad de campo magnético, H, y la permeabilidad relativa;
« comparamos el comportamiento de distintos materiales magnéticos;
« encontramos las condiciones en la frontera de los campos magnéticos estaticos;

« definimos la autoinductancia y la inductancia mutua y explicamos el procedimiento
para su determinacién;

» encontramos la formula de’la cnergia magnética almacenada;

» analizamos las fuerzas y los pares sobre circuitos por los que circulan corrientes en
campos magnéticos, ¥

+ explicamos el principio de funcionamiento de los motores de corriente continua.

PROBLEMAS

+P.5-1 Una carga puntual Q con velocidad u = a u, entra en una regién donde cxiste
un campo magnético uniforme B = a B, + a, B, + a,B,. ;Cual cs el campo E que debe
existir en la region para que la carga prosiga sin cambio de velocidad?

P.5-2 Encuentre el flujo magnético total a través de un toroide circular con seccion
transversal rectangular de altura k. Los radios interior y exterior del toroide son a
y b, respectivamente. Una corriente [ fluye en N vueltas de alambre devanado alre-
dedor del toroide. Determine el porcentaje de error si el flujo se obtiene multiplicando
la seccidn transversal por la densidad de flujo en el radio medio. ;Cudl es el error
si bla =57
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FIGURA 5-24 Conductor recto finito por el que circula FIGURA 5-25 Lamina conductora delgada por la que

una corriente 7 (Prob. P.53-3).

circula una corricnte f (Probs. P.53-4 y P.5-5).

P.5-3 Una corriente continua / fluye por un filamento conductor recto P\ P,.

a) Demuestre que B en ¢l punto P, coya ubicacién estd especificada por la distan-
cia perpendicular # y los dos dngulos @) ¥y o mostrados en La figura 5-24, es

il

B, = a¢,4—m{sen oy — 5.s.en &%) (5-135)
b) Compruebe gue la ecuacion (3-135) se reduce a la ecuacion {5-35) cuando cl alam-

bre ¢s infinitamente largo.

P.5-4 Una corriente / fluye longitudinalmente por una ldmina conductora delgada y

muy larga de anchura w, como se ilustra en la figura 5-25. Suponga que la corriente

fluyc hacia el interior del papel y determine la densidad de flujo magnético B, en el

punto £ (0, d).

P.5-8 Remitase al problema P.5-4 y a la figura 5-25. Determine la densidad de flujo
magnético B, en el punto Py(w + d,, 0).

P.5-6 Por el conductor interno de una linea coaxial infinitamente larga fluye una co-
rriente / v regresa por el conductor externe. El radio del conductor interno es a ¥ los
radios interior y exterior del conductor externo son & y ¢, respectivamente, Determi-
ne la densidad de flujo magnético B en todas las regiones y represente graficamente
iB|en funcion de r.

P.5-7 Un alambre conductor delgado de longitud 3w forma un triangule equilatero
planar, Por el alambre fluye una corriente continua /. Determine la densidad de flujo
magnético en ¢l centro del tridngulo.

P.5-8 Remitase a la figura 5-26. Determine la densidad de flujo magnético en el
punto £ del ¢je de un solencide de radio & y longitud £, con una corriente [ en las
N vueltas, enrolladas muy juntas, de su bobina. Demuestre que el resultado se reduce
al de la ecuacidn (5-82) cuando L se aproxima al infinito, Sugerencia: Use la ccua-
cion {5-37).
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FIGURA 5-26 Solenoide con seccion transversal circular (Prob. P.5-8).

P.5-9 Una corriente continua / fluye por un alambre infinitamente largo de radio 2 (mm)
sobre ¢l eje z.

a) Obtenga el potencial magnético vector A en » > 2 {mm) a partir de la expresion
de B de la ecuacion (5-12). Elija la superficic del alambre como punto de refe-
rencia de potencial cero. '

b) Si £= 10 (A), determine a partir de A la cantidad total de flujo magnético que
pasa por una espira cuadrada especificada por z = 0.3 (m)y y = 0.1 (m} ¥
0.7 {m).

P.5-10 Una corricnte superficial continua de densidad a ./, fluye por una lamina con-
ductara infinita que coincide con el plano xy,

a)} Determine la densidad de flujo magnético B en (0, 0, 2) v (0, 0, =2}
b} Determine ¢l potencial magnético vector A en (0, 0, 2) a partir de B. Elija como
potencial de referencia cero un punto arbitraria z = z,.
P.5-11 Un bloque muy grande de material de espesor d yace perpendicularmente a un
campo magnético uniforme de intensidad H, = a.H,,. 1gnore el efecto marginal y de-
termine la intensidad de campo magnético en el blogue:
#} si el material del bloque tiene permeabilidad m, v
b} si ¢l bloque es un imdn permanente con vector de magnctizacion M, = a_M.,
P.5-12 Se introduce coaxialmente una varilla circular de material magnético con per-
meabilidad ¢ en un solencide muy largo lleno de aire. El radio de la varilla, 4, es menor
que el radio interior, b, del solenoide. El devanado del solenoide ticne » vueltas por
unidad de longitud y por &l circula una corriente /7.
a) Encuentre los valores de B, Hy M cn el solenoide para r <gy a < r < b.
k) ;Cudles son tas densidades de corriente de magnetizacion equivalentes J,,, v J,_
de la varilla magnetizada?
P.5-13 Una esfera ferromagnética de radio b se magnetiza de manera uniforme con una
magnetizacion M = a, M,
a)  Determine las densidades de corriente de magnetizacion equivalentes J,,, v J,...
b)  Determine la densidad de flujo magnético en el centro de la esfera.
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P.5-14 Considere un plano frontera {y = 0) entre el aire (regién I, y,, = 1} y el hie-
rro (regidn 2, u,, = 5000).
a) Supeniendo B, = a,2— a 10 (mT), encuentre B, y el angulo que forma B, con la
superficie de separacion de ambos medios.

b) Suponiendo B, = 2,10 + a,2 (mT), encuentre B, y el angulo que forma con ia nor-
mal a la superficie de separacion.

P.5-15 Determine la autoinductancia de una bobina toroidal con N vueltas de alam-
bre devanadoe alrededor de un marco de aire con radio medio r, ¥ seccion transversal
circular de radio ». Obtenga una expresion aproximada suponiendo b < r,..

P.5-16 Determine la inductancia mutua entre un alambre recto muy largo v una espira
conductora con forma de triangule eguiltero, como se ilustra en la figura 5-27.

P.5-17 Determine la inductancia mutua entre dos espiras rectangulares coplanares con lados
paralelos, como se muestra en la figura 5-28. Suponga que h, = h, (b, > w, > d).

P.5-18 Calcule la fuerza por unidad de longitud sobre cada uno de los tres alambres
paralelos equidistantes, infinitamente largos, que estan a 10 (cm) de distancia, por cada
uno de los cuales circula una corriente de 25 (A) en la misma direccién. En la figu-
ra 5-29 se presenta un corte transversal de esta disposicion. Especifique la direccidn
de la fuerza.

P.5-19 En la figura 5-30 se muestra el corte transversal de una tira de metal larga y

delgada y un atambre paralelo. Por los conductores fluyen corrientes / iguales y opuestas.
Calcule la fuerza por unidad de longitud en los conductores,

P.5-20 La barra A4’ de la figura 5-31 sirve como camine conductor {como la cuchi-
tla de un cortacircuitos) para la corriente [ en las dos largas lineas paralelas. Las lineas

FIGURA 5-27 Alambre largo y recto FIGURA 5-28 Daos espiras rectan- FIGURA 5-29 Tres alambres equidis-

y espira conductora con forma de gulares coplanares, A, = A, (Prob. tantes, infinitamente largos, por los que
tridngulo equilatero (Prob. P.5-16). P.5-17). circulan corrientes (Prob. P.53-18).
T o
r
/ 5\
/ \
/ N\
3 / A8
_f' / \
T iy iy ,\7 o 6 /\
) @---———— 5
; a‘ ] i ] 10 {cm) ——]
?
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FIGURA 5-30 Corte transversal de

una tira paralela y un
ductor (Prob. P.5-19).

alambre con-
FIGURA 5-31 Fuerza sobre el extremo de una barra conductora (Prob. P.5-20).

tienen radio b y estdn separadas por una distancia d. Determine la direccion y la mag-
nitud de la fuerza magnética sobre la barra.

P.5-21 Una corriente continua / = 10 (A) fluye por una espira triangular en el plano
Xy, como se muestra en la figura 5-32. Suponga una densidad de flujo magnético B =
2,6 (mT) en la region y determine las fuerzas y el par sobre la espira. Las dimensio-
nes estdn en (cm).

g
A 'y ar A & A
B B
/ (0, 20)
P > X
(=10,0) (0] (10, 0)

FIGURA 5-32 Espira triangular en un campo magnético uniforme (Prob. P.5-21).

P.5-22 Una espira circular de alambre de radio r, por donde circula una corriente
estacionaria /; se coloca en el centro de otra espira mucho mayor de alambre, de ra-
dio r, (r,> r,), por la que circula una corriente estacionaria 1, en la misma direccién.
El 4ngulo entre las normales de los dos circuitos es 8 y la espira circular pequefia puede
girar libremente sobre su didmetro. Determine la magnitud y la direccién del par so-
bre la espira circular pequefia.
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6-1 DESCRIPCION GENERAL
campos que no cambian con el tiempo. Al construir el modelo electrostatico definimos
un vector de intensidad de campo eléctrico, E, y un vector de densidad de flujo eléctrico
(desplazamiento eléctrico), D. Las ecuaciones fundamentales son

Hasta ahora solo hemos visto

VxE=0(,
V:-D=p, /

(3-4)(6-1)
(3-63)(6-2)

En el caso de medios lineales e isdtropos (aunque no necesariamente homogéneos), E
y D estin relacionados por la relacién constitutiva

D = ¢E. (3-67)(6-3)

Para el modelo magnetostatico definimos un vector de densidad de flujo magnético,
B, y un vector de intensidad de campo magnético, H. Las ecuaciones diferenciales
fundamentales que rigen este modelo son

V-B=0, 7/ (5-6)(6-4)
VxH=J. (5-61)(6-5)
La relacién constitutiva para B y H en un medio lineal e isétropo es
1
H= i B. (5-66)(6-6)

Observamos que E y D en el modelo electrostitico no estdn relacionados con
B v H en el modelo magnetostatico. En un medio conductor pueden existir campos
eléctricos y magnéticos estiticos y formar un campo electromagnetostitico. E} campo



Campos variables con el tiempo

y ecuaciones de Maxwell

Campo
electromagnetostatico

eléctrico estatico en un medio conductor hace que fluya una corriente estacionaria,
que a su vez produce un campo magnético estatico. Sin embargo, es posible deter-
minar completamente el campo eléctrico a partir de las cargas eléctricas estaticas o
de las distribuciones de potencial. El campo magnético es una consecuencia, y no entra
en el calculo del campo eléctrico.

Los modelos estaticos son sencillos, pero inadecuados para explicar los fenémenos
electromagnéticos variables con el tiempo. Los campos eléctricos y magnéticos estaticos
no producen ondas que se propagan y transportan energia e informacion. Las ondas son
la esencia de la accion electromagnética a distancia. En este capitulo veremos que un
campo magnético variable induce un campo eléctrico y viceversa. En condiciones
variables con el tiempo es necesario construir un modelo electromagnético donde los
vectores de campo eléctrico E y D estén correctamente relacionados con los vectores
de campo magnético By H.

Comenzaremos con un postulado fundamental que modifica la ecuacién V x E
(6-1) y da lugar a la ley de Faraday de la induccién electromagnética: Analizaremos
los conceptos de la fuerza electromotriz estatica y la fuerza electromotriz cinética. Con
el nuevo postulado es necesario modificar también la ecuacién V X H para que las ecua-
ciones fundamentales sean consistentes con la ley de la conservacion de la carga. Las
dos ecuaciones de rotacional modificadas, junto con las dos ecuaciones de’ divergen-
cia (6-2) y (6-4), se conocen como ecuaciones de Maxwell y son la base de la teo-
ria elgatromagnetica._ Las ecuaciones que rigen la electrostética y la magnelostatlca
son formas especiales de las ecuaciones de Maxwell cuando todas las cantidades son

229
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independientes del tiempo. Podemos combinar las ecuaciones de Maxwell para ge-
nerar ecuactones de onda que predicen la existencia de ondas electromagnéticas que
se propagan con la velocidad de fa luz. En este capitulo analizaremos las solucio-
nes de las ecuaciones de ondas, cn especial para los campos con dependencia armoénica
con el tiempo.

A

6-2 LEY DE FARADAY DE LA INDUCCION ELECTROMAGNETICA

Postulado
fundamental de la
induceidn
electromagnética

£l vector intensidad
da campo aeléctrico
©anun campo
magnético variable
con el tiempo no es
conservativo.

Michael Faraday llevé a cabo uno de los mayores avances en la tega;ia electromagnética
cuando en 1831 descubrid experimentalmente que se incjl_lsia una corriente en una espira
conductora cuando cambiaba el flujo magnético que atravesaba la espira. La relacion
cuantitativa entre la fuerza electromotriz inducida y la razén de cambio del flujo ligado,
basada en observaciones experimentales, se conoce como ley de Faraduy. Es una ley
experimental ¥ puede considerarse como un postulado. Sin embargo, no usaremos como
punto de partida la relacién experimental relacionada con una espira finita. En lugar
de ello scguiremos el enfoque que usamos en el capitulo 3 para la electrostitica y en
¢l capitulo $ para la magnetostatica, enunciando un postulade fundamental y desarro-
llando a partir de éste las formas integrales de la ley de Faraday.

El postulado fundamenial de la induccion electromagnética es

B
RO - 1 6-
vxE = 6-7)

La ecuacién {6-7) representa una relacion de funciones de punto; es decir, se aplicaa
todos los puntos en el espacio, ya sea éste el espacio libre 0 un medio material. La
intensidad de campo eléctrico en una region de densidad de flujo magnético varia-
ble con el tiempo es por consiguienfe no conservativa y no puede expresarse como
el gradiente negativo de un potencial escalar.

Si tomamos la integral de superficie en ambos lados de la ecuacion {6-7) sobre
una superficie abierta y aplicamos el tecrema de Stokes, obtenemos

oB
?i; E-dl = — Sar-ds- (6-8)

La ecuacion (6-8) es valida para cualquier superficie S limitada por el contorne C, exista
o no un circuito fisico alrededor de €. Por supuesto, en un campe sin variacién tem-
poral, 0B/g7 = 0 v las ecuaciones (6-7} y (6-8) s¢ reducen a las ecuaciones (6-1} y (3-7),
respectivamente, de a electrostatica.

En las subsecciones siguientes analizaremos por separado los casos de un circuito
estacionario cn un campo magnético variable con ¢l tiempo, un conductor moviéndose
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p

en un campo magnético estitico y un circuito mévil en un campo magnético variable
con el tiempo.

6-2.1

CIRCUITO ESTACIONARIO EN UN CAMPO MAGNETICO VARIABLE CON EL TIEMPO

”
(—-L"vtk_

Ley de Faraday de
1a inducclon
slactromagnética

Ley de Lenz de la
fuerza electromotriz
estética

Si tenemos un circuite estacionario con un contorno € y superficie S, la ecuacion
{6-8) puede escribirse como

T #E‘do’=—£j‘ B ds.
P dt |s

Si definimos

(6-9)
V) (6-10)

¥V o= § E'd¢ = fem inducida en el circuito con contorno €
c

D= -[ B-ds = flujo magnético que atraviesa la superficic § (Wb, {6-11)
5

la ecuacion (6-9) s¢ convierte en

#--20 w w

= (6-12)

La ecnacion (6-12) establece que la fuerza electromotriz inducida en un circuito
cerrado estacionario es iguel a la razon negativa de incremento del flujo magnético
tigado al circuito. Este es un enunciado de la ley de Faraday de la induccion elec-
tromugnética. El signo negativo en la ecuacion (6-12) afirma que la fuerza electromotriz
inducida hard que fluya una corriente en el circuito cerrado, con direccidn tal que se
oponga al cambio del flujo magnético ligado. Esta afirmacidn se conoce como ley de
Lenz. La fuerza electromotriz inducida en un circuito estacionario ocasionado por un
campo magnético variable con el tiempo es una fuerza electromotriz estitica.

EJIEMPLO 6-1

Un circuito circular formado por N vucltas de alambre conductor esta en el plano xv
con el centro en ¢l origen de un campo magnético especificado por B = a_ B, cos (7r/25)
sen wf, donde b es el radio del circuito ¥ o es la frecuencia angular. Determine la fuerza
electrometriz inducida en el circuito. ' '

SoLUCION

El problema especifica un circuito estacionario en un campo magnético variable con el
tiempo; por lo tanto, podemos usar la ecuacion (6-12) para hallar la fuerza electromotriz
inducida, #. El flujo magnético ligado a cada vuelta de cireuito circular es
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® . 4
= .[ |:a,BO cOS (—) sen wr:| *(a, 2nr dr)
o | 2b

2
=§b—(£— l) B, sen wt.
m \2

Puesto que hay ¥ vueltas, el flujo total ligado es ¥ @ y obtenemos

dd
L 1 { |
N di
Y (E - 1) Bow cos wr (V).
T 2

Podemos ver que como la fase de cos w esta adelantada 90° respecto a la de sen of,
la fasc de la fuerza electromotriz inducida va 90° retrasada con respecto a la del flu-
jo ligado.

B EJERCICIO 6.1 Determine la fuerza electromotriz inducida en el circuito circular de N vueltas con radio »

del ejemplo 6-1 si la densidad de flujo magnélico es B = a_ By(b — r) cos et (Cudl es la relacion
de tases entre la luerza electromagnética inducida y el campo magnético?

T
RESPUESTA: ¥ = N e wb B, scn wt, fasc retrasada 90° con respecto a B.

6-2.2 TRANSFORMADORES

Funcignes de un
transtarmador

Un transformador cs un dispositivo de corriente alterna (ca) que transforma voltajes,
corrientes ¢ impedancias. Normalmente consiste en dos o mas bobinas acopladas mag-
néticamente a través de un nacleo ferromagnético comin, como sc ilustra en la figu-
ra 6-1. Para la trayectoria cerrada en el circuito magnético trazado por el flujo magnétice

D tenemos
N, — Nyi; = 29, {6-13)

donde N, N, e i, i, son ¢l nimero de vueltas y la corriente en los circuitos primario
y secundario, respectivamente. El lado izquierdo de la ecuacidn (6-13) es la integral
de linea cerrada $H - d¥ alrededor del nicleo del transformador, consecuencia de la ley
circuital de Ampére expresada en la ecuacidn (5-63), y representa la fuerza magneto-
motriz (fmm) neta (unidad en el SI: ampere-vuelta). Ya hemos sefialado que, de acherde
con la ley de Lenz, la fuerza magnetomotriz inducida en el circuito secundario, N,i,
se opone al flujo magnético creado por la fuerza magnetomotriz en el circuito primario,
N,i,. El simbolo 4 en el lado derecho de la ccuacidn (6-13) denota la reluctancia del
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FIGURA 6-1 Diagrama esquematico de un transformador.

Condiciones de un
transformador ideal

Relacion de
corrientes para un
transformador ideal

circuito magnético, la cual depende de la geometria y es inversamente proporcional a
la permeabilidad del material del niicleo. La ecuacion (6-13) para un circuito magnético
es analoga a una expresion de la ley del voltaje de Kirchhoff para un circuito eléctri-
co de corriente continua, y nos dice que la fuerza electromotriz neta alrededor de un
circuito cerrado es igual a la suma de las resistencias multiplicada por la corriente. En
este caso, A y ® son analogos a la resistencia y a la corriente, respectivamente.

En el caso de los transformadores ideales suponemos que no hay flujo de fuga
y que u = o0, A = 0. La ecuacion (6-13) se convierte en

ih, N,

po (6-14)

La ecuacion (6-14) establece que la razon de las corrientes en los devanados primario
y secundario de un transformador ideal es igual a la inversa de la razon de trans-
Sformacion. La ley de Faraday nos dice que

do
Uy =N1_d't_ (6'15}
o
do
vy =Ny —-, (6-16)

T El célculo de la reluctancia de un circuito magnético es similar al de la resistencia en un circuito eléctrico,
pero el resultado sélo puede ser aproximado debido a la existencia de flujo de fuga y a la no uniformidad de la
seccion transversal del nicleo del transformador. (E! flujo de fuga es la parte del flujo magnético no ligada al
circuito magnético.) No profundizaremos aqui en la determinacion de Z7. La unidad en el SI de la reluctancia
es el inverso del henry (H").
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Relacidn de voltajes
para un
transformador ideal

Transformacion de
resistenclag por un
transformador ideal

Transformacion de
impedanclas por un
transformador ideal

Razén por la cual es
dificil al analisis
precigo de un
transtormador real

Definlclén de una
corriente parasita

Prin¢ipic dal
calentamiaento por
induccién

donde tos signos apropiados de v, ¥ v, se han tenido en cuenta por las polaridades
indicadas en la figura 6-1. A partir de las ecuaciones (6-15) y (6-16) tenemos

o Ny

o (6-17)

De esta manera, la razdn de los voltajes entre el devanado primario y el secundario
de un transformador ideal es igual a la razén de transformacion.

Cuando el devanado secundario termina en una resistencia de carga R, como se
muestra en la figura 6-1, la carga efectiva vista por la fuente conectada al devanado

primario es
b (N/N3v,
(Rl)et‘ec_ j], T (NZ/IN!.)I.Z, (6'18)
0
N 2
(R )egee = (N—;) Ry, (6-19)

que es la resistencia de carga multiplicada por el cuadrado de la razon de transformacion,
En ¢l caso de una fuente senoidal v,(#) y una impedancia de carga Z,, la carga efec-
tiva para la fuente es {N/N,¥Z,, una transformacién de impedancia. Tenemos

(Z Yetee = ("“") Z;.
1 Zef N2 L

(6-20)

En la seccion 5-10 sefialamos que la inductancia de una bobina es properciconal a la
permeabilidad del medio. Por lo tanto, la suposicién de una x infinita para un trans-
formador ideal también implica inductancias infinitas.

En los transformadores reales tenemos las siguientes condiciones: 1a existencia
de flujo de fuga, inductancias finitas, resistencia distinta de cero en el devanado y la
presencia de histéresis y pérdidas por corrientes pardsitas. La naturaleza no lineal del
nikleo ferromagnético {la dependencia de la permeabilidad con la intensidad del campo
magnético} complica alin mds el problema de un analisis exacto de los transformado-
res reales.

Cuando un flujo magnético variable con el tiempo fluye por el niicleo ferromag-
nético, se produce una fuerza electromotriz inducida de acuerdo con la ley de Faraday.
Esta fuerza electromotriz inducida producira corrientes locales en el nicleo conduc:
tor, normales al flujo magnético. Estas corrientes se denominan corrientes pardsitus.
Las corrientes parasitas producen pérdida 6hmica de potencia y generan calor lecal.
De hecho, éste es el principio del calentamiento por induccion. Se han construido hormos
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(a) (b)

FIGURA 6-2 Nicleos laminados en un campo magnético variable con el tiempo.

Laminado del

nicleo para reducir
las pérdidas por
corrientes parasitas

E EJERCICIO 6.2

{

por induccion que generan temperaturas lo suficientemente altas como para fundir
metales. Esta pérdida de potencia por las corrientes parasitas en los transformadores
no es deseable y puede reducirse usando materiales para el nicleo que tengan alta
permeabilidad pero baja conductividad (u alta y ¢ baja). Las ferritas son este tipo de
materiales. Una forma econémica de reducir las pérdidas por corrientes parasitas en
aplicaciones de baja frecuencia-alta potencia es usar niicleos laminados, es decir, formar
los niicleos de los transformadores con laminas ferromagnéticas (de hierro) apiladas,
cada una eléctricamente aislada de sus vecinas mediante una delgada capa de barniz
u 0xido. El recubrimiento aislante debe ser paralelo a la direccion del flujo magnéti-
co, como se ilustra en la figura 6-2(a), para que las corrientes parasitas normales al flujo
estén restringidas a las laminas. Es evidente que la disposicion de la figura 6-2(b), con
capas aisladas normales al flujo magnético, tiene poco efecto en la reduccion de las
pérdidas por corrientes parasitas. Puede demostrarse que la pérdida total por corrientes
parasitas se reduce al aumentar el nimero de laminas. La reducci6n en la pérdida de
potencia depende de la forma y el tamafio de la seccion transversal, ademas del mé-
todo de laminado.

Hay que convertir una resistencia de 75 (£2) a 300 (£2) usando un transformador ideal. ;Qué
razon de transformacion debe tener el transformador?

RESPUESTA: 2:1.

6-2.3 CONDUCTOR MOVIL EN UN CAMPO MAGNETICO ESTATICO

Cuando un conductor se mueve con una velocidad u en un campo magnético estatico (no
variable con el tiempo) B, como se muestra en la ﬁggrilﬁ:_?,, una fuerza F,, = gu X B hara
que los electrones que se pueden mover libremente en el conductor se desplacen hacia
un extremo del conductor y dejen el otro extremo cargado positivamente. Esta separa-
ci6n de cargas positivas y negativas crea una fuerza de atraccion de Coulomb. El pro-
ceso de separacion de cargas continuara hasta que las fuerzas magnéticas y eléctricas se
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FIGURA 6-3  Barra conductora que se mueve en un campo magnético.

equilibren y sc llegue a un estado de equilibrio. Un vez en el equilibrio, al cual se llega
muy rapidamente, la fuerza neta sobre las cargas libres en el conductor maévil es cero.

Para un observador que sc mueve a la par del conductor, ne hay movimiento apa-
rente y la fuerza magnética por unidad de carga F, /g = u X B puede interpretarse como
un campo eléctrico inducido que actia a lo largo Qc] conductor produciendo un voltaje

2 Y f;—
¥, =j (u x B)-df.
4 d

Si el conductor maévil forma parte de un circuito cerrado C, la fuerza electromotriz

f {6-21)

generada alrededor del circuito es

A =§ (wxB)-de (V)
C

(6-22)

o Esto se conoce como fuerza electromotriz por corte de flujo o fuerza electromotriz

Definicién de la
fuerza electromotriz
cinética

EJEMPLO 6-2

cinética. Es obvio que s6lo la parte del circuite que se mueve en una direccidn no
paralela al flujo magnético (y que, por consiguiente, lo “corta” en sentido figurado) con-
tribuira a %" en la ecuacion {6-22).

Una barra metalica se desliza con velocidad constante u sobre un par de rieles con-

ductores et un campo magnético uniforme B = a, B, como se ilustra en la figura 6-4.

a) Determine el voliaje en circuifo abierto V; que aparece entre los terminales 1 y 2.

b) Suponiendo que se conecta una resistencia R entre los terminales, calcule la
potencia eléctrica disipada en R.

c¢) Demuestre que esta potencia eléctrica cs igual a la potencia mecénica necesaria
para mover la barra deslizante con velocidad u. Ignore la resistencia eléctrica de
la barra metdlica v de los rieles conductores. Ignore también fa friccion mecinica
en los puntos de contacto,
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SOLUCION
a) La barra mévil genera una fuerza electromotriz por corte de flujo. Usamos la
ecuacion (6-22) para hallar el voltaje en circuito abierto V:
V0=H—V,=§(uxl})-d{
C
i
= J‘z' (a,u x a,By)"(a,d?)
-l V) §0-25)
b) Cuando se conecta una resistencia R entre los terminales 1 y 2 fluye una corriente
I= uByh/R desde el terminal 2 hasta el terminal 1, de manera que la potencia
eléctrica, P,, disipada en R es
Byh)?
PimliR v s L W), (6-24)
¢) La potencia mecénica, P,, necesaria para mover la barra deslizante es

P,=F:u (W), (6-25)

donde F es la fuerza mecénica requerida para contrarrestar la fuerza magnética,

F,, que ejerce el campo magnético sobre la barra metalica por la que circula

corriente, A partir de la ecuacién (5-116) tenemos
»
E.= IJ‘ df x B= —a_IB;h (N). (6-26)
5 .
El signo negativo en la ecuacién (6-26) se debe a que la corriente / fluye en di-
reccion opuesta a la de d€. Por lo tanto,

= —F, = a,IBoh = a uB2k*/R  (N). (6-27)

FIGURA 6-4 Barra metélica que se desliza sobre rieles conductores (ejemplo 6-2).
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Al sustituir la ecuacion (6-27) en la ecuacion (6-25) se demuestra que P,, = P,,
que confirma el principio de conservacion de la energia.

EJEMPLO 6-3

Generador de disco
de Faraday

El generador de disco de Faraday consiste en un disco circular de metal que gira con
velocidad angular constante m en un campo magnético constante y uniforme con densidad
de flujo B = a_B, paralelo al eje de rotacién. Sobre el eje y en el borde del disco se
encuentran unas escobillas de contacto, como se muestra en la figura 6-5. Determine
el voltaje en circuito abierto del generador si el radio del disco es .

SOLUCION

Consideremos unicamente el circuito 122°34'1. De la parte 234 que se mueve con el
disco, tnicamente la porcion 34 “corta” el flujo magnético. A partir de la ecuacion
(6-22) tenemos

Vo =§(u x B)-d¢

= j4 [(agrw) x a,B,]"(a,dr)
3

0 wByb?

) 4%, f rar= -2, (6-28)
b

que es la fuerza electromotriz del generador de disco de Faraday. Para medir ¥, de-

bemos usar un voltimetro con resistencia muy alta, para que no fluya una corriente

apreciable por el circuito y modifique el campo magnético aplicado.

FIGURA 6-5 Generador de disco de Faraday (ejemplo 6-3).
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d

6-2.4 CIRCUITO MOVIL EN UN CAMPO MAGNETICO VARIABLE CON EL TIEMPO

Ecuacién de la
fuerza de Lorentz

Forma general de la
ley da Faraday

Otraforma de la ley
de Faraday

Cuando una carga g se mueve con velocidad u en una regién donde existe tanto un cam-
po ¢léetrico E como un campo magnético B, la fuerza electromagnética F sobre g, segiin
lo medido por un observador de laboratorio, est4 dada por la ecuacion de la fuerza de
Lorentz:

v
F=4gE+ux B). (5-5X6-29)
Para un observador que se mueve con g no hay movimiento aparente y la fuerza so-
bre g puede interpretarse como debida a un campo celéctrico E', donde

E=E+uxB, (6-30)

E=E ~uxB (6-31)

Por consiguiente, cuando un circuito conductor con contorno C y superficie § se mueve
con velocidad w en un campo (E, B), usamos la ecuacion (6-31)} en la ecuacién {6-8)
para obtener

) 7B
EECE -dt = “L??T'ds + 3@6 (ux Byrde (V) {(6-32)

La ecuacion (6-32) es la forma general de la ley de Faraday para un circuito mavil en
un campo magnético variable con el tiempo. La integral de linea en el lado izquierdo
de la ecuacion es la fuerza electromotriz inducida en el marco de referencia movil. El
primer término del lado derecho representa la fuerza electromotriz estatica debida a
la variacién temporal de B, y el segundo término representa la fuerza clectromotriz ci-
nética debida al movimiento dei circuito en B,

Si designamos el lado izquierdo de la ecuacidn (6-32) con

v :3@ E-dr (6-33)
C

= fuerza electromotriz inducida en el circuito C medida en el marco movil,

puede demostrarse que, en términos generales, la ecuacion (6-32) es equivalente a

d

e AL 2t "
er‘sB ds
40

-z W™

{6-34)
que tiene la misma forma que ta ecuacion (6-12), Por supuesto, 7 se reduce a ¥ 'si el
circuito no esti en movimiento. Por consiguiente, la ley de Faraday, que establece que
la fuerza electromotriz inducida en un circuito cerrado es igual a la razén temporal
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negativa de incremento de flujo magnético ligado al circuito, es aplicable tanto a cir-
cuitos estacionarios como madviles. Podemos usar la ecuacién (6-32) o la (6-34) para
calcular la fuerza clectremotriz inducida en el caso general,

EJEMPLO 6-4

m EIJERCICIO 6.3

Use la ecuacion {6-34) para determinar el voltaje en circuito abicrta del generador de
disco dc Faraday del ejemplo 6-3. '

SOLUCION

Resolvimos el problema del ejemplo 6-3 usando la ecuacion (6-22), que es la ecuacién
(6-32) con 8B/dt = 0. Para poder usar la ccoacion (6-34} primero hay que encontrar
el fluio magnético ligado al circuito 122341 en la figura 6-5, que es el flujo que atra-
vigsa el area en forma de cufia 2342,

B wl
sz[BIdS=BD_[J rdgdr

s o Jo

bZ

{0-35)
= BO(GJI)E
y
. do wByb?
L W 6-36
Vo=7 dt 2 (6:36)

que es el mismo resultado que el de la ccuacion (6-28).

Use la ecuacion {6-34) para determinar el voltaje en circuito abierto que aparece entre los
terminales 1 v 2 del ejemplo 6-2.

RESPUESTA: — uByh.

FEJEMPLO 6-5

Una cspira conductora rectangular de /# por w csta situada en un campo magnetico
variable B = a,B, scn wf. La normal a la espira forma inicialmente un angulo « con a,,
como se muestra en la figura 6-6. Calcule la fuerza electromotriz inducida en la espira;
{a) cuando la espira esta en reposo y {(b) cuando la espira gira con una velocidad angular
« sobre el eje x.

SoLucion

4) Cuando la espira esta en reposo se emplea la ecuacion (6-12):

D= J B ds

= (a, B, sen wt) (a,hw)

= B,hw sen wt cos a.
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Y
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{a) Vista en perspectiva. (b) Vista desde la direccion + x.

FIGURA 6-6 Espira rectangular conductora que gira en un campo magnético variable
(ejemplo 6-5).

Por lo tanto,
d®
v, = — T B,Sw cos wi cos ¢, (6-37)

donde S = /w es el drca de la espira. Las polaridades relativas de los termina-
les son las que se indican, Si se cierra el circuito con una carga extema, % pro-
ducira una corriente que se opondra al cambio en @.

b) Cuando la espira gira sobre el eje z la contribucién de los dos términos de la
ecuacion (6-32) es: el primero da la fuerza electromotriz estitica % en la ecuacion
(6-37) ¥ el segundo contribuye con una fuerza clectromotriz cinética %', donde

v, =ﬂ; (ux B)-d¢
C

= ,|‘1 [(a,, - ) x (a, By sen wr)]-(axdx)
2
3 w ) :
+ f l:(—a,—~w) x (a,B, senwt)](a, dx)
4 2

V= 2(E @B, sen wt sen cx) h.

M=
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Observe que los lados 23 y 41 no contribuyen a % y que las contribuciones de
los lados 12 y 34 son de igual magnitud y tienen la misma direccion. Si =0 en
1 =0, entonces o= ot y podemos escribir

¥, = B,Sw sen oo sen wt. (6-38)

La fuerza electromotriz total inducida o generada en la espira que gira es la suma
de 7 en laecuacién (6-37} y %" en la ecuacién (6-38):

¥, = — BySmicos® wt —sen’ wt) = — BySw cos 2w, (6-39)
que tiene una frecuencia angular de 2m. Por consiguiente, la disposicion ilustrada
en la figura 6-6 es un generador de segundo arménico.

Podemos determinar la fuerza efcctromotriz total inducida %" aplicando
directamente la ecuacion (6-34). El flujo magnético ligado a la espira en un instante
tes
Ot} = Bit)[a,(t)S] = BySsencwtcos

= B,S sen wt cos wt = 1B,S sen 2wt.

Par lo tanto,

2

= — B,Sw cos 2uit

¥ = L lBS 2wt
: T oY 5en ;

como se abfuvo antes.

PREGUNTAS DE REPASO

P.6-1 ;Qué constituye un campo electromagnetostatico? jDe qué manera se relacionan E
6 ¥ P 4 &
y B en un medic cenductor en condiciones estaticas?

P.6-2 Escriba el postulado fundamental de la induccion clectromagnética.
P.6-3 Enuncic la ley de Lenz.
P.6-4 Escriba la expresién de la fuerza electromotriz estatica.

P.6-5 En un transformador ideal, ;cémo dependen las razones de corriente y de voltaje en
el primario y secundario de la razdn de transformacién?

P.6-6 ;Qué son las corrientes pardsitas?
P.6-7 ;Cuil es el principio del calentamiento por induccién?

P.6-8 ;Qué materiales tienen alta permeabilidad y baja conductividad y por eso son los preferidos
para los nucleos de los transtormadores?

P.6-9 ;Por qué estan laminados los nicleos de los transformadores de potencia?
P.6-10 Escriba la forma general de la ley de Faraday.

P.6-11 ;Qué cs un generador de disco de Faraday?
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COMENTARIOS

1. E no es conservativo en una region de campo magnético variable con €l tiempo
y no puede expresarse como ¢l gradiente de un potencial escalar.

2, Un campo magnético variable con el tiempo ligado a un circuito induce una
fuerza clectromotriz en el circuito.

3. Lostransformadores sen inherentemente dispositivos de corriente alterna.

4, Enun transformador ideal se supone una permeabitidad infinita en su nicleo e
inductancias infinitas en sus devanados.

5. Las ldminas aisladas del nicleo de un transformador, usadas para reducir la pér-
dida de potencia por corrientes pardsitas, deben ser paralelas a ta direccion del
flujo magnético.

{

6-3 ECUACIONES DE MAXWELL

El postulado fundamental de la induccion electromagnética nos asegura que un cam-
po magnético variable con el tiempo oi‘igina un campo eléctrico. Esta aseveracion ha
sido verificada con numerosos experimentos. Por lo tanto, debemos reemplazar la
ecuacion V X E = 0 {Ec. 6-1) por la ecuacion (6-7) para el caso variable con el tiempo.
Tenemos ahora la siguiente coleccién de ecuacienes, dos de rotacional, (6-7) v {6-5),
y dos de divergencia, (6-2) y {6-4):

VxE=— i_? (6-7)(6-40a)
[#

VxH=l {6-5)(0-40b)

VD =g, (6-2)(6-40¢c)

vV:B=0. (6-4)(6-404d)

Asi mismo, sabemos que siempre debe satisfacerse el principio de conservacion de la
carga. La expresidon matemadtica de este principio es la ecvacién de continuidad:

op,
T
La pregunta crucial en este momento es si el conjunto de cuatro ecuaciones (6-40a, b,
v d) es consistente con el requisito establecido por la ecuacion (6-41} en una situacion

Vo=

(6-41)

variable con el tiempo. El que la respucsta cs negativa cs evidente si se toma la diver-
gencia de la ecuacion (6-40b),

V- (VxH=0=V-J. (6-42)

La ecuacidn (6-42) se desprende de la identidad nula (Ec. (2-109)), la cual establece
que la divergencia del rotacional de un campo vectorial que se comporta bien es cero.
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La rezén temporal
de cambio de D
produce una
densidad de
corriente de
desplazamiento.

Forma diferancial
{operadar) de las
ecuaciones de
Maecwell

Puesto que la ecuacién (6-41) indica que V - J no se anula en una situacion variable
con el tiempo, la ecuacion (6-40b) por lo general no es verdadera.

,C6éma hay que modificar las ecuaciones (6-40a, b, ¢ y d) para que sean consis-
tentes con la ecuacién (6-41)? En primer lugar hay que afiadir un término dp, /o7 en el
lado derecho de la ecnacién (6-42): h

e
V-V x Hy=0=V-J+ 22 (6-43)
Al usar la ecuacion {6-40c) en la ecuacién (6-43) tenemos
3]
V-(VxH) = V-(J +%),

io cual implica que

D
VxH=J+aa—£, (6-44)

La ecuacién (6-44) indica que un campo eléctrico variable con el tiempo producird un
campo magnético, aunque no exista un flujo de corriente libre (es decir, incluso si
J = 0). E! término adicional 9D/d¢ es necesario para que la ecuacion (6-44) sea con-
sistente con el principio de conservacion de la carga.

Es facil comprobar que 9D/af tiene las dimensiones de una densidad de corriente
{unidad en el SI: A/m?). El término 9D/ds se denomina densidad de corriente de des-
plazamiento y su introduccion en la ecuacion V x H fue una de las contribucienes
principales de James Clerk Maxwell (1831 1879) Para ser consistentes con la ecua-
cién de continuidad en una situacién “Variabie con el tiempo hay que generalizar las
ecuaciones de rotacional (6-1) y (6-5). El conjunto de cuatro ecuaciones consistentes
que sustituye a las ecuaciones inconsistentes (6-40a, b, c y d)es

VxE=— ?—E, {6-45a)
at
VxH=J+ QE (6-45b)
o’
V-D =p, (6-450)
V-B=0. {6-45d)

Se conocen como ecuaciones de Maxwell. Observe que p, en la ecuacion (6-45c¢) es
la densidad volumétrica de cargas libres y J en la ecuacién (6-45b) es la dengidad de
corrientes libres, que pueden comprender tanto corriente de conveccion (p ) como
corriente de conduccion (oE). Estas cuatro ecuaciones, junto con la ecuacién de con-
tinuidad de la ecuacion (6-41) y 1a ecuacién de la fuerza de Lorentz (Ec. 5-5), forman
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Las cuatrg
ecuaclones de
Maxwell no son
todas
independientes.

® EJERCICIO 6.4

la base de la teoria electromagnética. Podemos usar estas ecuaciones para explicar ¥
predecir fodos los fendmenos clectromagnéticos macroscépicos.

Aungque las cuatro ccuaciones de Maxwell (6-45a, b, ¢ y d} son consisientes, no
son del todo independientes. De hecho, las dos ccuaciones de divergencia, (6-45¢ y d),
pueden derivarse de las dos ecuaciones de rotacional, (6-43a y b), usando la ceuacion
de continuidad, (6-41). Vea el ejercicio 6.4 a continuacion.

Obtenga la divergencia de las dos ecuaciones de rotacional (6-45a) y (6-45b} y derive las
dos ecuaciones de divergencia {6-45¢) y (6-45d) con la ayuda de la ecuacion de continui-
dad (6-41).

6-3.1 FORMA INTEGRAL DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Forma integral de
las ecuaciones de
Maxwell

Las cuatro ecuaciones de Maxwell (6-45a, b, ¢ v d) son ccuaciones diferenciales va-
lidas en todos los puntos del espacio. Al explicar los fendmenos electromagnéticos en
un entomno fisico debemos tratar con objetos finitos de formas y contornos determinados,
por lo cual es conveniente convertir las formas diferenciales a sus equivalentes formas
integrales, Tomamos la integral de superficie de ambos lados de las ecuaciones de
rotacional {(6-45a) y {6-45b) sobre una superficie abierta § con contorno C'y aplica-
mos ¢l teorema de Stokes para obtener

B
E-df = —
§(; J;' Gt

éD
35 H-d¢ =.[ (.} § —)-ds. (6-46b)
c 5 ar

Al tomar la integral de volumen de ambos lados de las ecuaciones de divergencia {6-
45¢) y (6-45d) sobre un volumen ¥ con superficic cerrada Sy usar el teorema de

“ds (6-46a)

divergencia tenemos

EE D-ds =J p,dv {6-46¢)
5 Vv

35 B-ds = 0. (6-46d)
5
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EJEMPLO 6-6

TABLA 6-1 ECUACIONES DE MAXWELL ¥ SU IMPORTANCIA

Forma diferencial Forma integral Importancia
B do
VxE=—— A = —— Ley de Farada
ot £ E-d¢ P ey de Faraday
oD d
¥xH=J+— § H-d¢ = I+ —D ds Ley circuital de Ampére
o C 5 ot
vV-D=p, § D'ds = Ley de Gauss
s
V-B=0 § B-ds =0 No hay carga magnética aislada
5

El conjunto de cuatro ecuaciones (6-46a, b, ¢ y d) es la forma integral de las ecua-
ciones de Maxwell. En la tabla 6-1 se listan las formas diferenciales e integrales de las
ecuaciones de Maxwell, asi como su importancia,

Una fuente de corriente alterna de amplitud ¥, y frecuencia angular @, v, = ¥, sen o,
esta conectada a un condensador de placas paralelas C|, como se muestra en la figu-
ra 6-7. (a) Compruebe que la corriente de desplazamiento en el condensador es la misma
que la corriente de conduccién en los alambres. (b) Determine la intensidad de cam-
po magnético a una distancia r del alambre.

SOLUCION

a} La corriente de conduccion en el alambre de conexion es

dvc
ic =Cy— = C, Vywcoswt.
dt
Para un condensador de placas paralelas con dr¢a A, separacion d entre placas
y medio dieléctrico con permitividad e, la capacitancia es
A

C,=¢—.
1€d

Si aparece un voltaje v, entre las placas, la intensidad de campo cléctrico uni-
forme E en el dieléctrico es igual a £ = v /d (ignorando los efectos marginales),
de manera que

v
D=eE=e?°senwr.

La corriente de desplazamiento es entonces
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Y

(0

/=

FIGURA 6-7  Condensador de placas paralelas conectado a una fuente de voltaje de
corriente alterna (ejemplo 6-6).

b)

; oD A
ip= J“ 8w ds = (GE) Vow cos wt

= C,Vyw cos wt = ig,
como queriamos comprobar.

Podemos hallar la intensidad de campo magnético a una distancia r del alambre
de conexion aplicando la ley circuital generalizada de Ampére, ecuacion (6-46b),
al contorno C de la figura 6-7. Podemos elegir dos superficies abiertas genéri-
cas con borde C: (1) una superficie circular plana §,, o (2) una superficie curva
S, que pasa por el medio dieléctrico. La simetria alrededor del alambre asegu-
ra una H, constante a lo largo del contorno C. La integral de linea del lado iz-
quierdo de la ecuacion (6-46b) es

§ H-d¢ = 2nrHy.
c

En el caso de la superficie S, sélo el primer término del lado derecho de la ecua-
cion (6-46b) es distinto de cero, ya que no se depositan cargas sobre el alambre
y por consiguiente D = 0.

J Jeds =i = C, Voo cos wt.
5

No fluye corriente de conduccion por la superficie S,, ya que ésta pasa por el
medio dieléctrico. El lado derecho de la ecuacion (6-46b) seria cero si no estuviera
alli la segunda integral de superficie. Esto daria lugar a una contradiccion, pero
se elimina con la inclusién del término de corriente de desplazamiento de Maxwell.
Como vimos en la parte (a), i, = i.. Por consiguiente, obtenemos el mismo re-
sultado con la eleccién de la superficie S, o §,. Al igualar las dos integrales
anteriores encontramos que

ot w cos wt
LS :
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5-3.2 CONDICIONES EN LA FRONTERA ELECTROMAGNETICA

Condicién en la
frontera de la
componernte

tangencial de E

Condicidn en la
frontera de la
componente
tangencial de H

Condicién en la
frontera de la
componente normal
de D

Condicién en la
frontera de Ia
componente normal
de B

Para resolver problemas clectromagnéticos que comprenden regiones contiguas de
parametros constitutivos diferentes es necesario conocer las condiciones en la frontera
(condiciones de contorno) que deben satisfacer los vectores de campo E, D, By H en
las superficies de separacién de los medios. Las condiciones en la frontera se obtic-
nen aplicandoe la forma integral de las ecuaciones de Maxwell (6-46a, b, ¢ y d) a una
region pequefia de la superficie de separacion de dos medios, en una forma parecida
a la que se us¢ para obtener las condiciones en la frontera de los campos eléctricos ¥
magnéticos estiticos. Se supone que las ecuaciones integrales son validas para regiones
con medios discontinuos {debera revisar los procedimientos de las secciones 3-8 y 5-9).
En términos generales, la aplicacién de la forma integral de la ccuacidén del rotacio-
nal 2 una trayectoria cerrada plana en la frontera, con los lados superior e inferior
tocando los medios, da lugar a la condicion en la frontera de las componentes tangen-
ciales. Por ofra parte, la condicion en la frontera de las componentes normales se obtiene
con la aplicacion de la forma integral de la ecuacion de la divergencia a una caja ci-
lindrica de muy poca altura en la superficie de separacién, con las caras superior ¢
inferior en los dos medios contiguos,

L.as condiciones en la frontera de las componentes tangenciales de E y H se ob-
tienen de las ecuaciones (6-46a) y (6-46b), respectivamente:

E,= Ez: (V/my}; (6"473)

a, x(H ~H,)=1, (A/m). ' (6-47b)

Observamos que las ccuaciones (6-47a) y {6-47b) para el caso variable con el tiem-
po son las mismas que la ecuacién (3-72) para campos eléctricos estiticos y la ecuacidn
(5-71) para campos magnéticos estiticos, respectivamente, a pesar de la cxistencia de
términos variables con el tiempo en las ecuaciones (6-46a) y (6-46h).

De forma similar, las condiciones en la frontera de las componentes normales de
D y B se obtiencn de las ecuaciones {6-46¢) y (6-46d});

Dln T Dln = ps (C;’mZ}, (6'47C)

donde la dircecién normal de referencia es hacia fucra del medio 2; y

B,,=B;, (T (6-47d)

Estas ccuaciones son, respectivamente, las mismas que la ecuacién (3-75b) para los
campos eléctricos estaticos y la ecuacidn (5-68) para los campos magnéticos estaticos,
ya que partimos de las mismas ecuaciones de divergencia.
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A continuacion se resumen las condiciones en la frontera de dos casos especiales

importantes.

A.

Superficie de separacion entre dos medios sin pérdidas

Un medio lincal sin pérdidas puede especificarse por una permitividad € y una
permeabilidad p, con o= 0. Por lo general no hay cargas libres ni corrientes
superficiales en la superficie de separacidn entre dos medios sin pérdidas. Es-
tablecemos p, =0 y J, = 0 en las ecuaciones (6-47¢) y (6-47b) v obtenemos
las condiciones en la frontera listadas en la tabla 6-2. Puede verse que en este
caso £, H, D,y B, son continuos en la superficic de separacidn,

Superficie de separacicn entre un dieléctrico y un conductor perfecto

Un conductor perfecto es aquel que tiene una conductividad infinita. En ¢l munde
fisico tenemos abundantes “buenos conductores”, como la plata, ¢l cobre, ¢! oro
y ¢l aluminio, con conductividades del orden de 107 (8/m) (vea la tabla del apén-
dice B-4). Los buenes conductores muchas veces se consideran como perfectos
en lo que respecta a las condiciones ¢n la frontera, con el fin de simplificar la so-
lucidn analilica de problemas de campos, El campo eléctrico es cero en el inferior
de un conductor perfecto (de lo contrario produciria una densidad de corriente
infinita) ¥ todas las cargas que tenga ¢l conductor residiran exclusivamente en la
superficie. La interrelacidn entre (E, D} y (B, H) a través de las ecuaciones de
Maxwell asegura gue B y H también son cero en ¢l inferior de un conductor en
una situacion variable con el tiempo. Considere la superficie de separacidn cntre
un dieléctrico sin pérdidas {medic 1) ¥ un conductor perfecto {medio 2). En el
medio 2, E, =0, H, =0, D, =0y B, = 0. Las condiciones en la frontera gene-
rales de las ecuaciones (6-47a, b, ¢ y d) se reducen a las que se listan en la ta-
bla 6-3. En este caso, £, y B, son continuos, pero H, y D, son discontinuoes en una
cantidad igual a ta densidad superficial de corriente J, ¥ la densidad superficial
de carga p,, respectivamente. Es importante sefialar que al aplicar las ecuaciones
(6-49b) y (6-49c¢), la normal de referencia se dirige hacia fuera de la superficie
del conductor (medio 2).

TAELA 6-2 CONDICIONES EN LA FRONTERA ENTRE DOS MEDIOS SIN PERDIDAS

Ey=Ey— Dy, Fr {6-43a)
Dz: €2

H,=H,—— B _#i (6-48h)
B2r H2

Dy, =Dy, ¢, k|, = ;F;, (0-48¢)

Bm = Bz..—b PlHn = ﬂszn (6-48d)
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B EJERCICIO 6.5

TaBLA 6-3  CONDICIONES EN LA FRONTERA ENTRE UN DIELECTRICO (MEDIO 1) ¥ UN
CONDUCTOR PERFECTD (MEDIO 2) (PARA VARIACION CON EL TIEMPO)

En el lado del medio 1 En el lado del medio 2

E, =0 E, =0 (6-49a)
a, xH, =1, Hy, =0 _ (6-49b)
Dln = Ps Dln =0 (6_496)
B,,=0 B, =0 {6-49d)

Suponga que ¢l plano y = 0 separa ¢l aire en el semiespacice superior (¥ > 0) de un buen
conductor y que en la superficie de separacién existen una densidad superficial de carpa p,
= (, sen fx y una densidad superficial de corriente J, = a,C, cos gr. (C), C, yp son cons-
tantes.) Determine E ¥ H en el aire ¢n la superficie de separacion,

RESPUESTA: E = a,{C /) sen fix, H = a,C, cos .

PREGUNTAS DE REPASO

P.6-12 Escriba la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell.
P.6-13 Explique la importancia de la corriente de desplazamiento.

P.6-14 Escriba la forma integral de las ecuaciones de Maxwell y relacione cada ecuacién
con la ley experimental apropiada.

P.6-15 Enuncie las condiciones en la frontera de £,y B,.
P.6-16 Enuncie las condiciones en |a fronterade H, vy D,.

P.6-17 ;Por qué es perpendicular a la superficie del conductor el campo E que estd inme-
diatamente afuera de un conductor perfecto?

P.6-18 ;Par qué es tangencial a la superficie del conductor el campo H gque estd inmedia-
tamente afuera de un conductor perfecto?

P.6-19 ;Puede existlir un campo magnético estatico en el interior de un conductor perfec-
to? Explique. ;Puede existir un campo magnético variable con el tiempo? Explique.

COMENTARIOS

1. Un campo magnético variable preduce un campo eléctrico ¥ un campo eléctrico
variable produce una corriente de desplazamiento que contribuye al campo mag-
nético. En situaciones variables con el tiempo, los campos eléctricos y magnéti-
cos se acoplan a través de las ecuaciones del rotacional de Maxwell.

2. Las cuatro ecuaciones de Maxwell no son todas independientes.

3. Lacomponente tangencial de E y la componente normal de B son continuas en
la superficie de separacion de dos medios cualesquiera.
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6-4 FUNCIONES DE POTENCIAL

£n el caso variable
con ol tlempo, E e6
una funelén tanto
del potencial
eléctrico escalar V
como dal potenclal

magnético vector A,

En la seccién 5-3 presentamos el concepto del potencial magnético vector A debido
a la naturaleza solenoidal de B (V- B = 0}

B=VxA (T} (6-50)

§i gustituimos la ecuacion (6-50) en la forma diferencial de la ley de Faraday (Ec. 6-7)
obtenemos

7
VxE= —;}-{me, (6-51)

v x (E + ‘;A) =0. (6-52)

ot

Pueste que la suma de las dos cantidades vectoriales entre paréntesis en la ecuacidn
(6-52) es irrotacional, puede expresarse como ¢l gradiente de un escalar, Para ser
consistentes con fa definicion del potencial eléctrico escalar V de la ccuacién (3-26)
para la electrostatica, escribimos

JA

E+Fr'=

-V,

de lo cual obtenemos

JA
E=-VV - & (V/m). {6-53)

En el caso estatico, dA/df = 0 y la ecuacidén (6-53) se reduce a E = —VV. Por
consiguiente, podemos determinar E usando solamente ¥, y B a partir de A usando la
ccuacion (6-50), Para campos variables con el tiempo E depende tanto de ¥ como de A;
es decir, la intensidad de campo eléctrico puede ser ¢l resulttado de las acumulaciones
de carga a través del término —V ¥ y de campos magnéticos variables con el tiempo por
medio del término —9A/9?. Puesto que B también depende de A, E v B estin acoplados.

Sustituyamos las ecuaciones (6-50) y (6-53) en la ecuacion (6-45b) y usemos las
relaciones constitutivas H= B/u y D = €E. Tenemos

8
VxVxA=ul Rt W -5 T )
x ¥V x H +uea£( vv az)’ | (6-54)
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Condicidn de
Lorentz de los
potenciales

Ecuaclén de onda
para el potencial
vactor &

Ecuacidn de onda
para el potencial
escalar v

H EJERCICIO 6.6

donde se ha supueste un medio homogéneo. Recordando la identidad vectorial para
V x ¥V X A dada por la ecuacion {5-16a), podemos escribir la ecuacion (6-54) como

. oL VY A
V{V'A)*V A=JHJ—" I,(J.€E —ﬂ€a7.
Q
02A av
VA - ey = —uJ+V(V-A+ue.~E;)- (6-55)

La definicién de un vector requicre la especificacion de su rotacional y su divergen-
cia. Aunque ¢l rotacional de A se designé como B en la ccuacion (6-50), tencmos la
libertad de elegir la divergencia de A. Sea

av
V'A+pe—— =0, (6-56)
ot

que hace nulo el segundo término del lado derecho de la ecuacion (6-55) y ésta sc reduce
a la forma mas simple posible. Tenemos entonces

d*A

La ecuacion (6-57) es la ecuacidn de ondua no homogénea para el potencial vec-
for A, Se denomina ccuacién de onda porque sus soluciones representan ondas que
se propagan con velocidad igual a 1;’,[;1_6. Esto se vera mejor ¢n la seccidn 6-4.1,
donde se analiza la solucidn de las ecuaciones de onda. La relacion entre Ay Fen
la ecuacion (6-56) se conoce como condicion de Lorent; (o gauge de Lorent) de
los potenciales. En el caso de campos estaticos se reduce a la condicion V- A =10
de la ecuacién (5-19).
La ecuacion de onda correspondiente al potencial escalar V es

VIV — pe—y = ——, (6-58)

que cs la ecuacion de onda no homogénea pura el potencial escalar V. De esta maners,
la condicion de Lorentz en la ecuacidén (6-56) separa las ecuaciones de onda de Ay
V. Observe la similitud entre las ecuaciones (6-57) y (6-58) y 1a analogia entre las
cantidades: A~ V, J~p, ¥y u~ l/e.

Obtenga la ecuacion de onda (6-38) correspondiente a ¥ usando la ecuacion (6-53) en la ecuacion
{6-40c).
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PREGUNTAS DE REPASO

P.6-20 ;Cémo se definen el potencial eléctrico escalar ¥y el potencial magnético vector A?
P.6-21 ;Qué es una ecuacion dc onda?

COMENTARIOS

Las funciones de potencial variables con el tiempo F'y A satisfacen la ecuacién de onda.

6-4.1

RESOLUCION DE ECUACIONES DE ONDA

Consideremos ahora la solucion de la ecuacion de onda no homogénea (6-38) para un
potencial escalar ¥ debido a una distribucién de carga o, en una regién finita. Situe-
mos una carga puntual elemental p, dv' en el origen en el instante £. A una distancia
R lejos del origen podemos suponer una simetria esférica (es decir, V depende unica-
mente de R y £, no de 8 ni de ¢). Con base en la ecuacién (3-129), podemos escribir
la ecuacién (6-58) como

I 9 i a2V
R X )=t (5]

Introducimos ahora una nueva variable

1
VIR0 =& U(R. 1), (6-60)
que simplifica la ecuacion (6-59) a

a2y aru

La ecuacién (6-61) es una ecuacidn de onda unidimensional homogénea. Puede com-
probarse por sustitucion directa (véase el Prob. P.6-11) que cualquier funcion de
(r—RJE)que sea diferenciable dos veces serd una solucién de la ecuacion
(6-61). Escribimos

U(R. 1) = f(t— R/ pe) ‘ (6-62)

La funcidn a la nueva distancia R + AR en un instante posterior / + Af es
U(R+ AR, t + Aty = ft + At — (R + AR),/ pe]
que es igual a f{¢- Rfue) y conserva su forma si A¢ = AR Jue = AR/u, La

cantidad
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La vetocidad de
propagacién de la
onda en un medio
con parimetros
constitutivos ey g
es 1/ Jue .

Determinacion del
potencial escalar V
retardado a partir de
la distribucién de
carga

Detarminacién del
potencial vector A
retardado a partir de
la distribucion de
corriente

En la tearia de
circuitos se ignora
el efecto del retardo
temporal.

(6-63)

es la velocidad de propagucidn de la onda, una caracteristica del medio. En el aire
esigual a ¢ =1/ fu€, . A partir de las ecuaciones (6-60) y (6-62) tenemos

I
VR,1) = = f(t— Rfuy). (6-64)

Para determinar cudl debe ser la funcidn f(f — R/u,) especifica, hay que obser-
var en la ecuacidn (3-29) que para una carga puntual estatica p()Av’ en el origen,

_ Pt A
AV(R} = AneR (6-63)
Al comparar las ecuaciones {6-64} y (6-65) podemos identificar
polt — Rfu ) Av'
Aft~R == 6-66
St =~ R/up} o {6-66)
El potencial debido a una distribucion de carga en un volumen F* es entonces
1 pv(r - R}'Irup)
_— — ! v 2 -
F(R,1) Tre L' R du V) (6-67)

La ecuacion (6-67) indica que el potencial escalar a una distancia X de la fuente en un
instante ¢ depende del valor de la densidad de carga en un instante anferior (¢ — Riu,).
Por csta razdn, V(R, 1} en la ecuacién (6-67) se denomina potencial escalur retardado.

La solucidn de la ecuacién de onda no homogénea (Ec, 6-57) para ¢l potencial
magnético vector A puede realizarse exactamente de la misma manera que hicimos con
V. La ccuacidn vectorial (6-57) de A puede descomponerse en tres ecuaciones esca-
lares, cada una de éstas similar a la ecuacion (6-58) de V. El potencial vector retar-
dade esti expresado entonces por

_H# | Je—RA)
AR, )= pee J.vriR dv

(Wb/m). {6-68)

Los campos eléctrico y magnético derivados por diferenciacion de Ay V¥ serdn
evidentemente funciones de (1 — R/u,) v, por consiguiente, retardados en el tiempo.
Se requiere tiempo para que las ondas electromagnéticas sc propaguen y se sientan
los efectos de las cargas v las corrientes variables con el tiempo en puntos distantes.
En la teoria de circuitos se ignora este efecto de retardo temporal y se supenc una res-
puesta instantinea.
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1 EJERCICIO 6.7

m EJERCICIO 6.8

Una sefial de radar enviada desde la Tierra a la Luna se recibe de vuelta en la Tierra tras
un retardo de 2,562 (s). Determine la distancia entre las superficies de la Tierra y la Luna
¢n ¢s¢ momento, en kildmetros ¥ en millas.

RESPUESTA: 3.843 x 10% (km) o 238 844 millas.

;Cudl es 1a distancia equivalente a un afie luz?

RESPUESTA: 9.46 » 10'2 (km) o 5.88 billones de millas,

PREGUNTAS DE REFPASO

P.6-22 ;Qué significa el potencial retardado en ¢l electromagnetismo?

P.6-23 ;De qué manera dependen el tiempo de retardo y la velocidad de propagacion de la
onda de los paradmetros constitutivos del medio?

COMENTARIOS

1. Larespuestaadistancia de los cambios en las distribuciones de corriente y carga
no es instanianea, sino refardada con el tiempo.

2. La velocidad de propagacion de la onda es una caracteristica del medio v es
independiente de la frecuencia.

6-5 CAMPOS CON DEPENDENCIA ARMONICA CON EL TIEMPO

Los campos con
dependencia
armanica con el
tlismpo son campos
sanoldales.

Las ecuaciones de Maxwell y todas las ecuaciones derivadas de ellas que hemos pre-
sentado en este capitulo son validas para cantidades electromagnéticas con una depen-
dencia con el tiempo arbitraria. La forma real de las funciones temporales que toman
las cantidades de campo depende de las funciones fuente p, y J. Las funciones tem-
porales senoidales ocupan una posicion tnica en la ingenieria. Son faciles de gencrar;
Jas funciones temporales periddicas arbitrarias pueden desarrollarse facilmente en serics
de Fourier de componentes senocidales armonicas; ¥ las funciones transitorias no pe-
riddicas pueden expresarse como integrales de Fourier. Por lo tanto, en el caso de
funciones fuente con una dependencia temporal arbitraria, los campos electrodinamicos
pueden determinarse en términos de los originados por las diversas componentes ¢n
frecuencia de las funciones fuente. La aplicacion del principio de superposicion (suma
de los resultados producidos por las diversas frecuencias) nos proporciona los campos
totales. En esta seccion examinaremos las relaciones de campo con dependencia ar-
ménica con el tiempo (estado estacionario senoidal).

6-5.1 USO DE FASORES: REPASD

Es conveniente usar fasores para tos campos con dependencia arménica con el tiempo.
Al llegar a este punto haremos una breve digresidn para repasar ¢l uso de los fasores.
Conceptualmente, es mas sencillo analizar un fasor escalar. La expresidn instantdnea



256

CAPITULO 6 CAMPOS VARIABLES CON EL TIEMPO Y.,

(dependiente del tiempo) de una cantidad escalar senoidal, como una corriente i, puede
escribirse como funcion coseno o seno. Si elegimos una funcién coseno como referencia
{que normalmente esta fijada por la forma funciona! de la excitacion), todos los resul-
tados derivados haran referencia a la funcidon coseno. La especificacion de una cantidad
sencidal requiere el conocimiento de tres pardmetros: amplitud, frecuencia y fase. Por
gjemplo,

i(t) = I, cos(um + &), {0-69)

donde f, es la amplitud, wes la frecuencia angular (rad/s) (o stempre ¢s igual a 277, don-
de fes la frecuencia en hertz}; y ¢ es el angulo de fase con respecto a la funcién cose-
no. Si lo descamos, también podemos escribir 7} en la ecuacidn (6-69) como funcion
seno; {f) = [, sen (&t + ¢), con ¢'= ¢ + /2. Es importante decidir desde el principio
si la referencia serd una funcién casene o seno, y después seguir ese criterie durante todo
ef problema.

Trabajar directamente con una expresidn instantanea como a funcion coseno es
poco conveniente cuando hay que hacer diferenciaciones o integraciones de i), ya que
dan lugar tanto a funciones seno {diferenciacién o integracién de primer grado} como
a funciones coseno (diferenciacion o integracion de segundo grado), y porque es te-
dioso combinar funciones seno y coseno. Por ejemplo, 1a ecuacién de malta de un
circuito RLC seric con voltaje aplicado v(f) = ¥V, cos of es

dt C

Si escribimos la corriente resultante (¢} en la forma de la ecuacidn (6-69), la ecuacion
(6-70) da

Lﬁ + Ri + l.[ idt = p(t), (6-70)

C
= ¥, cos wt. (6-71)

!D[—mLsen (wt + ¢} + R cos (wt + ¢}+51-- sen (wt+¢}:|

Es evidente que hay que realizar complicadas manipulaciones matematicas para deter-
minar las incdgnitas f, y ¢ a partir de la ecuacién (6-71).

Es mucho mas sencillo emplear funciones exponenciales?, escribiendo el volta-
Jje aplicado como

v(t) = V, cos wt = Re[(Vye®)eio]
= Re(V,e*) ' (6-72)
¢ i(1) en la ecuacidn (6-69) como
i(t) = Rel(le)e’]
= Re(l e, (6-13)
donde . significa “la parte real de”. En las ecuaciones (6-72) y (6-73),

Y el = cos of +f sen of, cos wf = HRe{ei), sen wt = En {e/¥)
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Fasores: formas
polares de
cantidades
complejas que
contienen
informacién de
amplitud y fase

Conversion de
fasores en
{funciones
temparales
sencldales
instantaneas

EIEMPLO 6-7

I

V.= Vol = 1, (6-74)
I, = Ief*’ (6-73)
son fasores (cscalares) que contienen informacion de la amplitud y fase pero son in-
dependientes de t. El fasor ¥, de la ccuacion (6-74), con angulo de fase cero, cs ¢l fasor
de referencia. A partir de la ecuacion (6-73) tenemos
di

i Re(jowrl '), ¥ (6-76)

I .
J idt = Re (ﬁ e-'“") . (6-77)

Sustituyendo las ecuactones (6-72) a (6-77) en la ecuacién (6-70) se obtienc

1
[R +j (wL - R)] 1=V, (6-78)

de donde se puede obtener facilmente el fasor de corriente 7. Observe que el fac-
tor de dependencia temporal e/ desaparece de la cenacion (6-78) porque esta prescnte
en cada uno de los términos después de la sustitucioén en la ecuacidn (6-70), de manera
que se cancela, Una vez determinada /,, podemos hallar la respuesta instantanea cn
corTiente ift) a partir de la ecuacion (6-73), multiplicando /, por ¢/ y tomando la
parte real del producto.

St el voltaje aplicado ha sido expresado coemo funcidn seno, tal como u(f) = ¥,
sen wf, el problema del circuito RLC serie se resuelve en términos de fasores, cxac-
tamente de la misma manera; la unica diferencia es que las expresienes instantancas
se obtienen tomando la parte imaginaria del producto de los fasores por e/, Los fasores
complejos representan las magnitudes y los cambios de fase de las cantidades en la
solucion de problemas con dependencia armdnica con el tiempo.

Escriba la expresion fasorial [, de las siguientes funciones de corriente, usando la re-
ferencia coseno.

a}  i{t) = — iy cos (wt —30°), ¥

by i(t) = I, sen (wt + 0.2r).

SOLUCION
Para una referencia coscno cscribimos
i) = Rell /).
a) ity = —1, cos {(wt —30%)
= Re[(—Ige 3]

Por consiguiente, I, = —Ige 3% = [ e /W0 = [ o) 578,
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b) () = I, sen (wt + 0.27)
=Re [(loej 0,2!!)8—'} afl . e}wJ]’

donde se requiere el factor /72 porque la fase de sen wt estd retrasada 90° o
7/2 (rad) con respecto a cos wf. Tenemos

I = {IoejD.Zv:)e —ini2 _ ‘loe—jﬂ.Su
P g

B EJERCICIO 6.9 Determine las expresiones fasoriales I, de las funcienes de corriente del ¢jemplo 6-7, usando
la referencia seno, i(f) = J (Ile/™).

RESPUESTA: (3) —[Joe/™3, o I,e /3, (b) 1,8/~

EJEMPLO 6-8

Escriba las expresiones instantineas u(¢) para los siguientes fasores, usando una refe-
rencia coseno:

a) V,=Ve!™, y
b) V=3-j4

SOLUCION
a)  v{t) = Re[V,e’™]
= Rel(Voe! e’
= V, cos{wt + n/4).
b) V,=3—j4=. /3 tdieimn 4
— §e-453.1°
Por lo tanto,
v(t) = Re((Se 433 1)e’]
= Scos(wt — 53.1°).

B EJERCICIO 6.10 Escriba la exptesion fasorial ¥, del voltaje v(r) = 10 cos {at — 45°).

RESPUESTA: 10774,

B EJERCICIO 6.11 Escriba la expresion instantdnea v(f) para el faser ¥, = 4 + j3 usando una referencia coseno.

RESPUESTA: 5 cos {(wt + 36.9°).

B EJERCICIO 6.12 Escriba la expresién instantdnea v{s) para ¢l fasor ¥, = 4 + j3 usande una referencia seno.

x

RESPUESTA: 5 sen (wf + 126.9°).
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PREGUNTAS DE REPASO

P.6-24 ;Qué es un faser? jLos fasores son funciones de ¢? ;Son funciones de «?

P.6-25 ;Cudl es la diferencia entre un fasor y un vector?

COMENTARIOS

1. Los fasores son cantidades complejas (expresadas en forma polar} que represen-
tan la magnitud v la fase de funciones senoidales,

2. Los angulos de fase pueden expresarse en radianes o en grados. No olvide el
signe ° cuando los exprese en grados.

3. MNunca combine factores que contengan j con funciones temporales instanta-
neas. Las expresiones como J cos a¥, e/ sen wf y (1 —j)éf2) son incorrectas.

6-5.2 ELECTROMAGNETISMO CON DEPENDENCIA ARMONICA CON EL TIEMPO

Ecuaclones de
Maxwell con
dependoncla
atménica con el
iempa en términos
datasores

Los vectores de campo que varian con las coordenadas espaciales ¥ son funciones se-
noidales del tiempo pueden representarse de forma similar mediante fasores que dependen
de las coordenadas espaciales pero no del tiempo. Como ejemplo, podemos escribir un
campo E con dependencia arménica con ¢l tiempo con referencia a cos et como

E(x, y, z; 1) = Re[Elx, y, 2)e*'], (6-79)

donde E(x, y, z) es un fasor vectorial que contiene informacion sobre la direccion,
magnitud y fase. A partir de las ecuaciones (6-76) y (6-77) podemos ver que, si E(x,
¥, z; f) esta representado por el fasor vectorial E(x, y, z), entonces dE(x, y, z; 1Yot y
JE(x, v, z; 0idt estarian representados por los fasores vectoriales jo E(x, y, z} y E(x,
¥, z)/jm, respectivamente. Las diferenciaciones y las integraciones de orden superior
con respecta a ¢ estarian representadas per multiplicaciones y divisiones, respecti-
vamente, del fasor E(x, y, z) por potencias superiores de jw.

A continuacion se presentan las ecuaciones de Maxwell con dependencta arménica
con el tiempo (6-45a, b, ¢ y d} en términos de los fasores vectoriales de campo (E, H)
y los fasores fuente (p,, J) en un medio simple (lineal, isétrepo y homogéneo).

V x E= — jouH, {6-80a)
VxH=J+ jocE, (6-80b)
V‘E=p, /e {6-80¢)
V-H=0 {6-80d)

Para simplificar las expresiones hemos omitido los argumentos de las coordenadas
espaciales y ¢l subindice s que indican una cantidad fasorial. El heche de que se usen

1 8i la referencia temporat no se especifica de forma explicita, por costumbre se toma como cos !,
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las mismas notaciones para fasorcs y para sus cantidades correspondientes dependientes
de! tiempo no debe crear mucha confusién, ya que en lo que queda del libro tratare-
mos casi exclusivamente con campos con dependencia armdnica con el tiempo (y por
consiguiente con fasores). Cuando sea necesario distinguir una cantidad instantinea de
un fasor, la dependencia temporal de la cantidad instantdnea se indicara de forma
explicita con la inctusidn de ¢ en el argumento.

PREGUNTA DE REPASO

P.6-26 Analice las ventajas y desventajas del uso de fasores en el electromagnetismo.

COMENTARIOS

Ecuacion de
Helmholtz para un
potencial escalar V

Definicion del
nimero de onda

Ecuacién de
Helmholtz para un
potenclal vector A

1. Las cantidades fasoriales no son funciones de 1.

2. Las funciones temporales instantdneas no pueden contener nimeros complejos,

3. Toda expresion electromagnética que contenga j debe ser necesariamente una
relacion de fasores.

Podemos escribir la ecuacion de onda con dependencia arménica con el tiempo
{6-58) de un potencial cscalar ¥ en términos de fasores, de la siguicnte mancra

VIV — pe(jo)V = - £,
€

Q

V2V 4 K2V = —% (6-81)
donde
[F}]
k=w./pe= 7 {6-82a)
r
0
mf  2n
k= u—f o (6-820)

P
se denomina nimero de onda. Es una medida del nimero de longitudes de onda en
un intervalo de 27, De manera andloga, la forma fasorial de una ecuacion de onda con
dependencia armdnica con el tiempo (6-57) para el potencial vector A es

VIA + k2A = —pud. (6-83)
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Las ecuaciones (6-81) y (6-83) se conocen como ecuaciones no homogéneas de
Helmholty.

® EJERCICIO 6.13 Escriba la forma fasorial de la condicién de Lorentz para los potenciales, ecuacion {6-56).

PREGUNTA DE REPASO

P.6-27 Defina ¢l numere de onda, ;Cual es su unidad en ¢l §17

COMENTARIOS

Forma fasarial del
potencial eacalar
retardado

Formn fasorial det
potenclal vector
retardado

1. Lasecuaciones de Helmholtz son ecuaciones de onda con dependencia armdni-
ca con el tiempo en términos de fasores.

2. El nimero de onda depende de las caracteristicas del medio v de la frecuencia de
la onda, pero siempre es igual a 2x dividido por 1a longitud de onda.

La solucion de la ecuacion no homogénea de Helmholtz (6-81) para ¥ puede ob-
tenerse a partir de la ecuacion (6-67). El potencial F(R, ¢) implica un adelante temporal
R/u, para p,, que es equivalente a un adelanto en fase de w(R/u,) 0 kR. Esto requie-
re un factor multiplicador ¢7*® en notacién fasorial. Por congiguiente, la forma faso-
rial de la ecuacion {6-67) es

—JkR
V(R) = L e ™

4re Iy R a8 (¥ (6-84)

De forma similar, la solucion fasorial de la ecuacion (6-83) para A es

- jkR
AR) = % J ) de =—dv  (Wb/m) (6-85)

Estas son las expresiones de los potenciales escalar y vector retardados debido a fuentes
con dependencia armonica con el tiempoe. El desarrollo en serie de Taylor del factor
exponencial ¢ es

i1p2

e #R =1 — jkR + + e (6-86)
Por lo tanto, si
kR = 2::% « 1, (6-87)

o si la distancia R es muy pequefia en comparacién con la longitud de onda A, e7*®
puede aproximarse a 1. Las ecuaciones (6-84} y (6-85) se simplifican entonces a las
exprestones estaticas de las ecuaciones (3-39) y (5-22), respectivamente.
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Procedimiento para
determinar los
campos eléctricos y
magnéticos
instantineos

EJEMPLO 6-9

CAPITULO 6 _ __CAMPOS VARIABLES CON EL TIEMPO Y...

El procedimiento formal para determinar los campos eléctricos y magnéticos de-
bidos a distribuciones de carga y corriente con dependencia arménica con el tiempo
es el siguiente:

1.  Halle los fasores M(R) vy A(R) a partir de las ecuaciones (6-84) v (6-83).

2. Calcule los fasores E(R)=—-VV - joA y B(R) = V x A,

3.  Determine los valores instantdneos E(R, ) = R[E(R)e/] y B(R, £} = FB(R)e/™]
para una referencia coseno.

El grado de dificultad de un problema depende de lo dificil que sea realizar las inte-

graciones del paso 1. En el capitulo 10 usaremos este procedimiento para determinar

las propiedades de radiacion de las antenas.

Si la intensidad de campo eléctrico de una onda electromagnética cn un medio dieléctrico
no conductor con permitividad € = 9¢, y permeabilidad g, es

E(z, ) = a,5 cos (10°t — fz) (V/m), (6-88)

calcule la intensidad de campo magnético H y el valor de 8.

SOLUCION

La E(z, £) dada en la ecuacion (6-88) es una funcion con dependencia arménica con el
tiempo con frecuencia angular o = 10? {(rad/s). Al usar fasores con referencia coseno
tenemos
= - if :
E(z) = a,5¢™ " (6-89)

Podemos calcular la intensidad de campo magnético a partir de la ecuacion (6-80a).

1
H(z) = ——V x E
Jor

Ho

a, a, a,

1 |8 ¢ @ 1 ( 2 )
=——|=—= = —=|=-—|—-8,4E
jopg |8x 8y 0z Jou, dz
0 Se ¥ 0
i B . -
i i By . e iz *
e (8,jf5e ) a, S Se (6-90)

Para determinar 8 se usa la ccuacion (6-80b). En el caso de un medie no conductor
tenemos o= 0, J=0vy, por lo tanto

1 1 i)
=— VxH=—(a8,—
E(z) Jwe X Jjwe (a,, 9z H’)

y .2

g
=y Se 4, (6-81)
0 \
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Al igualar las ecuaciones (6-89) y (6-91) hacemos

B = /o€ = 30/ pto€o = 370’

3Ix10?

= 3%10° = 10 (rad/m).

A partir de la ecuacion (6-90) se obtiene

—a 5(10)
*(10%)4n10"7)

= —a,0.0398¢~ /1%

-JjL0z

H(z) =
(6-92)

El fasor H(z) de la ecuacion (6-92) corresponde a la siguiente funcién temporal
instantinea:

H(z, t) = —-a,0.0398 cos (10% — 10z)  (A/m}. (6-93)

PREGUNTAS DE REFASO

P.6-28 Escriba la expresion fasorial del potencial eléctrico escalar #(R) en funcién de la distribucién
de carga p,.

P.6-29 Escriba la expresi6n fasorial del potencial magnético vector A{(R) en términos de la
distribucién de corriente J.

COMENTARIOS

Las intensidades de campo eléctrico y magnético de una onda electromagnética
en un medio estan claramente relacionadas. Deben satisfacer las ecuaciones de
Maxwell ¥ no es posible especificar de manera independiente sus amplitudes
vy fases.

6-5.3 EL ESPECTRC ELECTROMAGNETICO

En medios no conductores libres de fuentes, caracterizados por € y p{o = 0), las ecua-
ciones de Maxwell (6-45a, b, ¢ y d) se reducen a

JH
Ecunclones de VxE=—u R (6-94a)
Maxwsll en medios t
ne conductores OF
tibres de fuentes VxH=c¢ = (6-94b)
4
V'E=0, (6-94c)

V-H=0. (6-94d)
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homogénea de
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homogénea de
Helmholtz para el
fasor H,
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Las ecuaciones (6-94a, b, ¢ y d) son ecuaciones diferenciales de primer grado en las
dos variables E y H. Pueden combinarse para producir una ecuacion de segundo grado
que contenga Unicamente E o H. Para esto, tomamos ef rotacional de la ecuacion {6-94a)
y usamos la ecuacidn (6-94b):
5, IE

VxVxE= —pa{v x H) = ~,ue-5r—2-.
Sin embargo, V X V x E = V(V - E} - V2E = -V2E, por ia ecuacion (6-%4c), Por lo
tanto, tenemaos

PE
V2E — ue S 0: (6-95)
o, dado que i, = L. fue
1 ¢?E
2 S R T 5
Y‘E uf, e 0. (6-96)

También podemos obtener una ecuacion para H de forma similar;

L H_
W Er 97

V‘H

Las ecuaciones (6-96} v (6-97) son las ecuaciones de onda vectoriales homogéneas.
En coordenadas cartesianas podemos descomponer las ecuaciones (6-96) y (6-97)
en tres ecuaciones de ondas escalares, homogéneas y unidimensionales. Cada componente
de E y H satisfard una ccuacion exactamente igual a la (6-61), cuya solucién representa
ondas. En ¢l capitulo signiente analizaremos con detalle el comportamiento ondulatorio
en distintos ambientes,
Para campos con dependencia arménica con el tiempo es conveniente usar fa-
sores, De esta manera, la ccuacion {6-96) se convierte en

2
VIE + 2 E, =0,
U

n

VIE, + KE, = 0, (6-98)!

utilizando ia ecuacion {6-82a). De forma similar, la ecuacidon {6-97) conduce a

V2H, + k*H, = 0. (6-99)

1 8e ha afiadido cl subindice s para subrayar que E, ¥y H_ son fasores v que no son lo mismo que Ey H
dependientes del tiempo de las ecuaciones (6-96} y (6-97).
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Las soluciones de las ecuaciones (6-98) y (6-99) representan ondas propagantes, las
cuales seran el tema de estudio del capitelo siguiente.

PREGUNTA DE REPASO

P.6-30¢ Explique por qué puede haber soluciones no nulas de los campos ¢léctricos y mag-
néticos en regiones libres de fuentes.

COMENTARIOS

El espectro
electromagnético y
sus aplicaciones

Ei espectro de luz
visible

Transmigitn sin
hilos

Bandas de radar de
microondas

t. Enmedios no conductores libres de fuentes, E y H satisfacen la misma ecuacion
de onda homogénea, como lo muestran las ecuaciones (6-96) y (6-97).

2. Paraondas con dependencia arménica con el tiempo en una region libre de fuen-
tes, los fasores E, y H satisfacen la misma ecuacién homogénea de Ilelmholtz,
como lo muestran las ecuaciones {6-98) v (6-99),

3. Las ecuaciones de Maxwell, y por consiguiente las ecuaciones de onda y de
Helmholtz, no imponen limite a la frecuencia de las ondas.

El espectro electromagnético que se ha investigadoe experimentalmente se extiende
desde frecuencias muy bajas pasando por las de la radio, television, microondas, in-
frarrojo, luz visible, ultravicleta, rayos X y frecuencias de rayos gamma (y) hasta fre-
cuencias gue exceden 10%* (Hz). En la figura 6-8 se muestra el espectro electromagnético
dividido en intervalos de frecuencia y longitud de onda en escalas logaritmicas, de acuer-
do con su aplicacién y su existencia natural.

El término “microonda” es un poco nebuloso e impreciso; puede significar on-
das electromagnéticas por encima de una frecuencia de 1 (GHz) hasta el limite infe-
rior de la banda infrarroja, abarcando las regiones UHF, SHF, EHF y la regién de ondas
milimétricas. El intervalo de longitudes de onda de la luz visible va del rojo profun-
do en 720 {nm) al violeta en 380 (nm), o de 0.72 {(ym) a 0.38 {gm), correspondiente
a un intervalo de frecuencias de 4.2 x 10" (Hz) a 7.9 x 10! (Hz). También se pre-
sentan las bandas usadas para radar, comunicacidn via satélite, ayudas para la nave-
gacidn, television (TV), radio FM y AM, radio de banda ciudadana (CB), sonar y otras
aplicaciones. Las frecuencias por debajo del intervalo VLF pocas veces se emplean para
transmision sin hilos, ya que se requeririan antenas enormes para la radiacion eficiente
de las ondas electromagnéticas y porque estas frecuencias bajas tienen una razon de
datos muy reducida. Se ha propuesto el uso de estas frecuencias para la comunicacion
global estratégica con submarinos inmersos en agua de mar conductora. En el traba-
jo con radar se ha encontrado conveniente asignar letras del alfabeto a las diferentes
bandas de frecuencia de microondas; éstas se listan en la tabla 6-4.

En ¢l capitulo siguiente analizaremos las caracteristicas de las ondas clectro-
magnéticas planas y examinaremos su comportamicnto al propagarse por fronteras
discontinuas.
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Longitud de onda (m) Frecuencia(Hz) Clasificacién Aplicaciones
| 1024 &
1015 10
T Rayos ¥ iradiacien de alimentos,
-+L 102| o terapia contra el cancer
T 12 ]
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E 10! (PHz) T
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. [nﬁanoj 4] Visién noctuma
7 12
. 107" (THz)  5pda milimeétrica
(mm) 1077
g EHF (30— 300 GHZ) Radar, exploracion espacial
(cm) :g_ l -1 SHF (3-30 GHz) Ei:dar,'cpmunicacién
(m) 1_’- 10° (GHZ) UHF {300—3000 MHz) Radar, TV, navegacion
m) 1 e S
ol VHF (30-300 MH2) conro i matco atres
ol HF (3-30 MH2)  tiycigsdans o
ke 103 ] 100 (MHE2) MF (300-3000 kHz) g e ansos
ool LF (30-300 kHz) o
[~ VLF (3—30 kHZ} Navepgacion, sonar
103
(Mm) 10% - 10° {kHz) ULF (300-3000 Hz)  Intervalo de audio para telefonia
m . e -
107 [-80.¢H2) SLF (30-300 Hz) oo cmen
. ELF (3-30 Hz) el
~ 1 (Hz)
Intervalo de longitudes de onda de la visién humana: 720 (nm} — 380(nm)
{Rojo oscuro) (Violeta)
FIGURA 6-8  Espectro de las ondas electromagnéticas,

PREGUNTAS DE REPASO

P.6-31 ;Cual es el intcrvale de longitudes de onda de la luz visible?

P.6-32 ;Por qué rara vez sc usan en la transmision sin hilos las frecuencias por debajo del
intervalo VLF?
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TABLA 6-4 DESIGNACIONES DE LAS BANDAS DE RADAR A FRECUENCIAS DE

MICHOONDAS

Banda Intervale de frecuencias (GHz) Intervalo de longitudes de onda (cm)
U 40-60 0.75-0.50

Ka 26.5-40 1.13-0.75

K 18-26.5 1.67-1.13

Ku 12.4-18 2.42-1.67

X 8-12.4 3.75-2.42

C 4-8 7.5-3.75

5 2-4 15-7.5

L 1-2 30-15

COMENTARIOS

1.

2.

Las ondas electromagnéticas de cualquier frecuencia se propagan en un medio
con la misma velocidad, u, =11 jue

La frecuencia de funcionamiento de los hornos de microondas es de unas 2.45
(GHz).

RESUMEN

En situaciones variables con el tiempo, los campos eléctricos y magnéticos estan aco-
plados y ya no son suficientes los postulados que presentamos cn los capitulos ante-
riores para los campos estiticos. En este capitulo

L

agregamos un postulade fundamental para la induccién clectromagnética;

presentamos la ley de Faraday gue relaciona cuantitativamente fa fuerza electromotriz
inducida en un circuito y la razon temporal de cambio del flujo ligado;

explicamos que la fuerza electromotriz inducida puede descomponerse en dos partes:
una fuerza electromotriz estética y una fuerza electromotriz cinética (por corte de flujo;

analizamos las caracteristicas de los transformadores ideales;

obtuvimos un conjunto de cuatro ecuaciones de Maxwell {dos de divergencia y dos
de rotacional) consistentes con la ecuacién de continuidad:

consideramos las condicienes generales en la frontera de los vectores de campo
en la superficie de separacion de regiones contiguas con parametros constitutivos
diferentes;

expresamos las intensidades de campo eléctrico y magnético en términos de una funcién
de potencial eléctrico escalar ¥ y una funcién de potencial magnético vector A;

a} la ecuacion no homogénea de Helmhoitz para E, v
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¢ derivamos las ecuaciones de enda no homogéneas para Vy A;
» presentamos el concepto de los potenciales retardados,

+ convertimos las ecuaciones de onda en ecuaciones de Helmholtz para los cam
pos con dependencia arménica con el tiempo, y

» analizamos el espectro electromagnético en el espacio libre de fuentes.

PROBLEMAS

-

P.6-1 Exprese la fuerza electromotriz estatica inducida en una espira estacionaria er
términos del potencial vector variable con ¢l tiempo A,

P.6-2 El circuito de la figura 6-9 estd situado en un campo magnético

B=aJdcos (57107t —4my)  (uT).
Suponga que R = 15 {£2) y calcule la corriente 4.
P.6-3 Una espira conductora rectangular estacionaria de anchura w y altura 4 estd situad
cerca de un alambre muy largo por el que circula una cotriente i, como se ilustra er
la figura 6-10. Suponga que #, = I, sen wf y que fa autoinductancia de la espira rectan-

gular es L. Calcule la corriente inducida /, en la espira.
SUGERENCIA: Use fasores

@P.6-4 Suponga en la figura 6-10 que hay una corriente constante {; = /;, pero que Iz

espira rectangular se aleja a velocidad constante u = a %,. Determine i, cuanda la espira
est4 en la posicion indicada en la figura.

P.6-5 Una espira conductora cuadrada de 10 {cm) por 10 (cm) y resistencia R = 0.5
(£2) gira sobre uno de sus lados en un campo magnético constante B = 2,0.04 (T} cor

FIGURA 6-9
variable con el ticmpo (Prob. P.6-2).

]

Circuito en un campo magnético FIGURA 6-1¢ Espira rectangular cerca de un alambre

muy largo por el que circula una corriente (para los
prablemas P.6-3 y P.6-4).

s

® b1
B R20.1{m)
® ® l | T
0.3(m) ‘ " . (I)

/+d-L—w y
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frecuencia angular & = 100x (rad/s), como se ilustra en la figura 6-11. Suponga que
la espira esta inicialinente en el plano xz y calcule la corriente inducida 7

a) si se ignora la auteinductancia de la espira, y
b) si la autoinductancia de la espira es 3.5 (mH).

P o
L

-
>

B

S .

' - o e [10emy)——
|
> v
s -
x‘/ .

FIGURA 6-11 Espira rectangular giratoria €n un ¢campo magnético constante {Prob, P.6-5),

@ P.6-6 Una barra conductora deslizante oscila sobre dos rieles conductores paralelos
en un campo magnético que varia senoidalmente
B=a,5cos wt  (mT),

como se muestra en la figura 6-12. La posicién de la barra deslizante esta expresada por
x=0.35(1 — cos a) (m) ¥ los ricles terminan en una resistencia R = 0.2 (). Calcule i.

i
(O » -
O (® ® ©
02 B T R
: @ @ (e (® T
r * : - cagry

FIGURA 6-12 Barra conductora que se desliza sobre rieles paralelos en un campo magnético
variable con cl ticmpo (Prob. P.6-6).

P.6-7 Determine la frecuencia a la cual la intensidad de un campo eléctrico con depen-
dencia armonica con el tiempo causa una densidad de corriente de conduccion y una
densidad de corriente de desplazamiento de igual magnitud en

a) elaguade marcon €, =72y a=4 (8/m), ¥

b) la tierra htmeda con €, = 2.5y o = 1073 (8/m).
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P.6-8 En los calculos concerntentes al efecto electromagnético de las corrientes en un
buen conductor generalmente se ignora la corriente de desplazamiento, incluso a fre-
cuencias de microondas.

a) Suponiendo €,= 1 ¥y o= 5.70 x 107 {§/m) para el cobre, compare la magnitud
de la densidad de corriente de desplazamiento con la densidad de corriente de
conduccion a 100 (GHz).

b} Escriba la ecuacion diferencial que rige la intensidad de campo magnético H en
un buen conductor libre de fuentes.

P.6-9 Una lamina infinita con corriente J = a,5 {A/m), coincidente con el plano xy,
separa el aire (region 1, z > 0) de un medio con u,, = 2 (regién 2, z < 0). 8i H; = a,30
+ 2,40 + a.20 (A/m), calcule
a) H,,
b) B,
¢} el angulo o que forma B, conel gje z, ¥
d) el angulo a, que forma B, con el €je z.
P.6-10 Escriba las condiciones en la frontera que existen en la superticie de separacién
del espacio libre y un material magnético con permeabilidad infinita (una aproximacién).
P.6-11 Demuestre por sustitucion directa que cualquier funcién de (f - R \fue ) dife-
renciable dos veces es una solucion de la ecuacion de onda homogénea (Ec. (6-61)).
P.6-12 Escriba las ccuaciones escalares para las componentes del conjunto de las cuatro
ecuaciones de Maxwell (6-80a, b, ¢ y d): y

a) en coordenadas cartesianas si tos fasores de campo son unicamente funcicnes

de z, ¥
b) en coordenadas esféricas si los fasores de campo son inicamente funciones de &,

P.6-13 Suponga E (z, §) = 50 cos (2#10% - kz) (V/m) en el airc. Dibuje las siguien-
tes formas de onda y calcule las abscisas:

a) E(t) en funcion de ¢ en z = 100.1254, donde A es Ia longitud de onda,

b} E() en funcidn de ren z = ~100.1254, y

¢} £(z) en funcion de z en ¢ = T/4, donde T es el periodo de la onda.

P.6-14 Ei campo eléctrico de una onda electromagnética

Eiz, ) =a.E, cos[losn(r - ;) + u':] (V/m)
es la suma de

E,(z 1) = 2,003 sen 10°xz (r = ;) (V/m)

E,(z, £) = 2,0.04 cos |:10311: (l - g) — ;} (V/m).

Calcule £,y v
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P.6-15 La intensidad de campo magnético de una onda electromagnética
H(R,t) = a,H, cos {wt—kR) {A/m)
es la suma de
H,(R,t) = 2,10 * sen (wt —kR) (A/m)
y .
Hy(z, t) = 8,2 x 10" *cos(wt— kR +a) {A/m).
Calcule Ay ¥ @
P.6-16 Comience con las ecuaciones fasoriales de Maxwell (6-80a, b, ¢ ¥ d) en un medio
simple con distribuciones de carga y corriente con dependencia armoénica con el tiempo
y obtenga
a) la ecuacién no homogénea de Helmholtz para E, y
b) la ecuacion no homogénea de Helmholtz para H.
P.6-17 Un alambre conductor corto por el que circula una corriente con dependencia ar-
monica con el tiempo es una fuente de ondas electromagnéticas. Suponiendo que fluye una
corriente uniforme i(¢) = [, cos w en un alambre muy corto d€ colocado sobre el ejez,
a) determine en coordenadas esféricas el potencial vector fasorial retardade A a una
distancia R, y
b) calcule la intensidad de campo magnético H a partir de A,
P.6-18 En un cable coaxial con aire como dieléctrico que tiene un conductor inte-
rior de radio a ¥ conductor exterior de radio interior & existe una onda electromag-
nética de 60 (MHz). Suponiendo que los conductores son perfectos y que la forma
fasorial de la intensidad de campo eléctrico es

E, _.
E= a,T"e—J"*(wm), a<r<b,

a) calcule £,
b) determine H a partir de la ecuacion V X E, y
¢} calcule las densidades superficiales de corriente en los conductores interior y
exterior.
P.6-19 Se sabe que la intensidad de campo eléetrico de una onda esférica en cl espacio
libre es
=y

10
R,8;¢8)=
E( 3 Y t) a& R

Determine la intensidad de campo magnético H(R, &; ) y el valor de £.
P.6-20 Dado

E(x, z; t) = a,0.1 sen {10nx) cos (6210° — Bz) {V/m)

en el aire, determine H(x, z; ) v B.
P.6-21 Dado

H(x, z; t) = a,2 cos (152x) sen (6n10% — fz) (A/m)
en el aire, determine E(x, z; 1) ¥ 8.

sen & cos (2n10% —kR) (V/m).
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7-1 DESCRIPCION GENERAL Enlaseccién 6-5 vimos que
en un medio simple no conductor libre de fuentes es posible combinar las ecuaciones
de Maxwell para generar ecuaciones de onda vectoriales homogéneas en E y H, Es-
tas dos ecuaciones, (6-96) y (6-97), tienen exactamente la misma forma. Por ejemplo,
la ecuacion de onda para E, libre de fuentes, es

1 &°E

VE — —

up 73[_2 = 0 (6“96)(7'1)

En coordenadas cartesianas podemos descomponer la ecuacion (7-1) en tres ecuaciones
de onda escalares, homogéneas y unidimensionales, Cada una de estas ecuaciones para
las componentes tendra la forma de la ecuacion (6-61), cuya solucion representa una
onda que se propaga en el medio con una velocidad

u, = T (6-63)(7-2)

Puesto que los campos E y H variables con el tiempo estan acoplados a través de las
ecuaciones de rotacional de Maxwell, (6-94a) y (6-94b), el resultado es una onda elec-
tromagnética, la cual usaremos para explicar la accion electromagnética a distancia. El
estudio del comportamiento de las ondas con una dependencia espacial unidimensional
es el tema principal de este capitulo.

Daremos inicio al capitulo con el estudio de la propagacion de los campos de on-
das planas con dependencia armdnica con el tiempo en un medio homogéneo ilimita-
do. Presentaremos los pardmetros del medio, como la impedancia intrinseca, la constante
de atenuacion y la constante de fase. Se explicara el significado de la profundidad




Ondas electromagnéticas planas —

Definicién de una
onda plana
uniforme

Definicién de frente
de onda

de penetracion, la profundidad a la que penetra una onda en un buen conductor. Las
ondas electromagnéticas transportan potencia electromagnética. Analizaremos el con-
cepto del vector de Poynting, una densidad de flujo de potencia.

Estudiaremos el comportamiento de una onda plana que incide en forma oblicua
sobre un plano limite. También examinaremos las leyes que rigen la reflexién y la re-
fraccion de ondas planas, asi como las condiciones de la no reflexion y la reflexion total.

Una onda plana uniforme es una solucion particular de las ecuaciones de Maxwell
teniendo E la misma direccion, magnitud y fase en planos infinitos perpendiculares a
la direccién de propagacion (lo mismo para H). De manera estricta, una onda plana
uniforme no existe en la practica, ya que para crearla se requeriria una fuente de ex-
tensién infinita. Sin embargo, si estamos lo suficientemente alejados de la fuente, el
frente de onda (la superficie de fase constante) ser4 casi esférica y una porcién muy
pequeifia de una esfera gigante es casi un plano. Las caracteristicas de las ondas pla-
nas uniformes son muy simples y su estudio es fundamentalmente importante tanto desde
el punto de vista teérico como del préctico.

7-2 ONDAS PLANAS EN MEDIOS SIN PERDIDAS

En este capitulo y los siguientes centraremos nuestra atencion en el comportamiento
ondulatorio en el estado estacionario senoidal. Representaremos las cantidades senoidales
con fasores, sin usar el subindice s por cuestiones de sencillez. En aquellos casos donde
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se analicen funciones temporales instantineas, indicaremos de manera explicita la de-
pendencia temporal de las cantidades relevantes usando el simbolo ¢ en sus argumentos.
1.as ecuaciones de onda libres de fuentes en un medio simple no conductor se convierten
en una ecuacién vectorial homogénea de Helmhotltz (véase la Ec.( 6-98)):

Ecuacidn vectorial V2E + k’E = 0, (7-3)

homogénea de

Helmholtz para E en
medios simples no
conductores

donde k es el nlimero de onda. En un medio caracterizade por € y y tenemes, a par-
tir de la ecuacion (6-82a),

on
k = _ — Z H
./ e 0. {rad/m) (7-4)

La ecuacion (7-3) en coordenadas cartesianas equivale a tres ecuaciones escalares
de Helmholtz, para las componentes £, £, y E.. Si escribimos la ecuacion para la com-
ponente £, tenemos

a? 4% a* '
s +te5+-3+kJE. =0 5

(axz &5 T (7-5)
Considere una onda plana uniforme caracterizada por una £, uniforme (magnitud
uniforme y fase constante) sobre superficies planas perpendiculares a z; es decir,

O2E, /ox? =0 ¥ a*E, jdy* = 0.
La ecuacion (7-5) se simplifica a

d*E

XL KE =0 7-6

e (7-6)

que es una ecuacién diferencial ordinaria porque £,, un fasor, depende Gnicamen-
te de z.

Es facil ver que la solucion de la ecuacion (7-6) es

Ef2) = E[ (2} + ES(2)

= E(—]i-e—jtz _': E(;eji(z‘

donde E} y Ej son constantes arbitrarias que deben determinarse a partir de las con-
diciones en la frontera (condiciones de contorno),

Examinemos ahora el primer término fasorial del lade derecho de la ecuacion

(7-7)

(7-7) v escribamos

E(z) = a,Ef(z) =a,EJe ™ #*. (7-8)
La expresion instantanea del fasor E dado por la ecuacidn (7-8) es, para una referen-
cla coseno,

E(z,t) = a, Ef(z.1) = a, #[E] (2)e'*]

=a,Re[Efe %] =a E! cos{wt—kz2) (79)
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FIGURA 7-1  Onda que se propaga en la direccidn z positiva E!(z, 1) = £} cos (of - kz), para
distintos valores de r.

Caracteristicas de
una ontda viajera

Definicion de la
valocidad de fase

En la figura 7-1 se ha representado graficamente la ecuacién (7-9) para varies valo-
resde £. En 1 =0, E}{z, 0) = £} cos kz es una curva coseno con amplitud £}, En ins-
tantes sucesives, la curva de hecho se propaga en la direccion z positiva. Tenemos
entonces una enda viajera. Si nos centramos en un punto especifico de la onda (un pun-
to de una fase en particular), asignamaos cos (ef — &z} = una constante o

wf — kz = fase constante,

de lo cual obtenemaos
_ dz _w 1
“TEHTR T e (7-10)

La gcuacion (7-10) asegura que la velocidad de propagacién de un frente de fase cons-
tante (ka velocidad de fase) es igual a la velocidad de la haz, El nimero de onda & tiene
una relacion clara con la lengitud de onda.

— 2n

k=oyue =" (7-11)

come se sefiald en las ecuaciones (6-82a y b).

Podemos ver, sin tener que volver a representar graficamente, que el segundo tér-
mino fasorial det lado dereche de la ecuacion (7-7), Eje/*2, representa una onda co-
senoidal que se propaga en la direccion - z con la misma velocidad u,. Si nos centramos
solo en la onda que se propaga en la direccion + z entonces hacemos E; = 0. Sin em-
bargo, si hay discontinuidades en el medio, también habra que considerar las ondas re-
flejadas que se propagan cn direccién opuesta, como veremos mas adelante en este
capitulo.
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impedancia
intrinseca de un
medio

m EJErcicio 7.1

El campo magnético asociado H puede determinarse a partir de 1a ecuacion V X E
(6-80a);

a, a, a,
d .
VxE=|0 0 o | —joua H +a,H +a,H])
EXfzy 0 0
lo cual nos lleva a
HY =0, (7-12a)
1 GE2)
- x
H, o % (7-12b)
H =0 (7-12¢)

De esta manera, 5} es la Ginica componente de H distinta de cero correspondiente a
E en la ¢cuacion (7-8). Ademas, dado que

AE(2) & . _a. )
= =5(Eoe"‘}=-1k5:{z),

la ecuacion {7-12b) produce

H = a,H; () = 8, E} (2)
wu
(7-13)

1 +
=a, ’_I E/(2)

Hemas introducido una cantidad nueva, 5, en la ecuacién (7-13): n = eun/k 0, lo que
es igual,

7= \/E @, (7-14)

denominada impedancia intrinseca del medio. En el aire tenemos 7, = , g /e, =1207=
377 (Q). H,}(2) estd en fase con E,"(z) y podemos escribir 1a expresién instantd-
nea del campo H como

H(z.t) = a,H} (z, 1) = 8, %[ H, (2)e'™]

+

E =
= a,—';’- cos (wt —kz). (7-13

Partiendo de la expresién fasorial E = a,E;(z) = a_ E /% de una onda plana uniforme que
se propaga en la direccién —z determine el H = a, H {z) asociado. Caicule la razén EAz)IH,(2).

RESPUESTA : EJH; = .
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PREGUNTAS DE REPASO

P.7-1 Defina una onda plana uniforme.
P.7-2 ;Qué es un frente de onda?
P.7-3 ;Qué es una onda viajera?

P.7-4 Defina la velocidad de fase.

P.7-5 Defina la impedancia intrinseca de un medio. ;Cual es el valor de la impedancia
intrinseca del espacio libre?

COMENTARIOS

EJEMPLO 7-1

1. Lavelocidad de fase de una onda electromagnética en un medio sin pérdidas es
independiente de su frecuencia y de su direccion de propagacién.

2. Larazon de las magnitudes de E y H en una onda plana uniforme es la impedan-
cia intrinseca del medio.

3. Ladireccion en la que el campo E corta a la direccion del campo H nos da la
direccion de la propagacion de onda; lTas tres direcciones son mutuamente
perpendiculares.

Una onda plana uniforme con E = a_£_se propaga en un medio simple sin pérdidas (e, =

4, u,= 1, o=10) en la direccidn +z. Suponga que E, es senoidal con frecuencia 100 {MHz)

y que su valor maximo es +10~* (V/m)en f=0y z= {(m).

a) Escriba la expresi6n instantanea de E para cualquier ¢ v z.

b)  Escriba la expresion instantinea de H.

¢)  Determine las posiciones donde £, tiene un méiximo positivo cuando
¢ = 10% (s},

SOLUCION

Primero hallamos k;

k= w/pe = %x/#re,

2108

4n
“sapVisy  (edm

a)  Si usamos cos wf como referencia, la expresion instantanea de E es

Ez f) = aE, — 2,10 % cos (2x10% —kz + ).
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b)

¢)

Puesto que £, es igual a +10~* cuando el argumento de la funcién coseno es igual
a cero, es decir, cuando
2r10% —kz+ ¢ = 0,

on f = e ]
tenemos, en t =0y z = g,

(57

Por lo tanto,

E(z,1) = a,10" *cos (ZnIOBr - %E z+ %)

—a g, 4n 1
=a_l0"%cos [27:10 t — -j-(z - §)] (V/m).

Esta expresion muestra un desplazamiento de % {m) en la direccidén +z y pudo
haberse escrito directamente a partir del enunciado del problema.

La expresion instantanea de H es

H=aH,=a -E-f—,

¥

N
donde

= (K_ Mo _
q—\/;—\/ET—GOTL (€2).

Por consigutente,

-4
Hiz,t} = a, % cos |:2n10"r - i;- (z - é)] {A/m).

En ¢ = 10-%, igualamos el argumento de la funcién coseno a + 2nm para que £,
sea un maximo positivo:

4 1
2710%(10°8) — 7" (z,,, _ §) = +2nx,

de lo cual obtenemos

13 3
m=§iin (m), n=0,1,2..; z, >0

Si examinamos con mayor detenimiento este resultado, observaremos que la lon-

Z

gitud de onda en el medio es
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X &
]
zm
8

. ’.\‘,\ = 3m)
N 5 lm_
\ B
0 //’ ) \

) VLN

b H(z, ) = a £, (z. O/7

E(z, 0) = ax10'4cos4%r( - %)

FIGURA 7-2  Campos E y H de una onda plana uniforme en ¢ = 0 (ejemplo 7-1).

Por lo tanto, el valor maximo positivo de E_ocurre en

Im =g + nd (m).

En la figura 7-2 se muestran los campos E y H como functones de z para el tiempo
de referencia 1 = 0.

7-2.1 EFECTO DOPPLER

Cuando hay movimiento relativo entre una fuente con dependencia arménica con el
tiempo y un receptor, la frecuencia de la onda detectada por el receptor tiende a ser
diferente de la que emite la fuente. Este fenomeno se conoce como efecto Doppler?,
El efecto Doppler se manifiesta en la acustica y en el electromagnetismo. Es proba-
f:g::ﬂc;::pf:: ble que usted haya experimentado los cambios en frecuencia del silbato de una loco-
motora que se mueve a gran velocidad. A continuacion se explica el efecto Doppler.
Supongamos que la fuente (transmisor) I de una onda con dependencia arménica
con el tiempo de frecuencia f se mueve con velocidad w en una direccion que forma

t C. Doppler (1803-1853),
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T' u 13
ult r

T To R T i R
{2YEn¢=0. (b)Y En ¢ = At
FIGURA 7-3  Ilustracion del efecto Doppler.

un angulo @ relativo a la linea recta entre el transmisor y un receptor estacionario, R,
como se ilustra en la figura 7-3(a). La onda electromagnética emitida por 7 en el aire
en un tiempo de referencia + = 0 llegard a £ en

t, =—. (7-16)

En un instante posterior £ = Af, T se ha movido a una posicion nueva 7"y la onda emitida
por 7" en ese instante llegara a R en

C
[ (7-17)
= At + . [rd — 2ry(u At)cos @ + (u A)?] 12,
Si (uAr)? << rg, la ccuacion (7-17) se convierte en
At
t, = At +r_0(1 —u—cos 9).
¢ o
Por lo tanto, el tiempo transcurrido en R, Ar’, correspondiente a A7 en T es
At’ - tz s fl
=Ar(l —Ecos 6), (7-18)
c

que es diferente de At
Si At representa un periodo de la fuente con dependencia arménica con el tiempo
(es decir, si Ar = 1/f), la frecuencia de la onda que recibe R es

_ £

1
At'
(1 —Ecos 9)
€
;f(l +Ecos 8)
C

para el caso usuat de (w/c)? << 1. La ecuacion (7-19) indica de manera clara que la fre-
cuencia percibida por R es mas alta que la frecuencia transmitida cuando T se mueve
hacia R. A la inversa, la frecuencia percibida es mas baja que fa transmitida si T se aleja
de R. Se obtienen resultados similares si R se mueve y T permanece estacionario.

f’=

(7-19)
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Principio de
funcionamiento de
un radar de
vigilancla de
velocidad

Fenémeno del
desplazamiento
hacla el rojo en Ia
astronomia

W EJERCICIO 7.2

El efecto Doppler es la base de funcionamiento del radar (Doppler) empleado por
fa policia para conocer la velocidad con Ja que se mueve un vehiculo. El desplazamiento
en frecuencia de la onda recibida, que se refleja en un vehiculo en mevimiento, es
proporcional a la velocidad del vehiculo y puede detectarse y presentarse en una unidad
manual. El efecto Doppler es también la causa del efecto observado cn astronomia del
desplazamiento hacia el rojo de las rayas de absorcidn en el espectro de la lnz emi-
tida por una estrella lejana. A medida que la estrella se aleja a alta velocidad del
observador en tierra, la frecuencia recibida se desplaza hacia el extremo mds bajo en
frecuencia (rojo) del espectro.

Un tren viaja a 130 {km/hr} hacia un observador que se encuentra ¢n una posicion que for-
ma un angulo de 20° con la linea de visién. El tren hace sonar un silbate de 800 (Hz). /Cual
es la frecuencia percibida por el observader? (La velocidad del sonido es aproximadamen-
te 340 (m/s).

RESPUESTA : 880 (Hz).

PREGUNTAS DE REPASO

P.7-6 ;Qué es el efecto Doppler?

COMENTARIOS

La frecuencia de una onda detectada por un receptor es mayor que la que emitid
el transmisor si éste se aproxima al receptor, y es menor si el transmisor se aleja
de él.

7-2.2 ONDAS TRANSVERSALES ELECTROMAGNETICAS

Onda TEM

Expresién del vector
de ndmero de ohda
en coordenadas
cartesiahas

Hemos visto que una onda plana uniforme caracterizada por E = a £, que se propa-

ga en la direccién +z tiene asociado un campo magnético H = a H,. Por lo tanto, E y

H son perpendiculares entre si y ambos son fransversales a la direccion de propa-

gacion. Este es el caso especifico de una onda transversal electromagnética (TEM).

A continuacién examinaremos la propagacion de una onda plana uniferme en una di-

reccidn arbitraria que no coincide necesariamente con un eje de las coordenadas.
En lugar de E(z) en la ecuacion (7-8), consideremos

E(x, 2) = 8, Eqe ===, (7-20)

que representa la intensidad eléctrica en la direccién y de una onda plana uniforme que
se propaga en las direcciones +x y +z. Si definimos un vector de nimero de onda, K,
como

k=ak +ak =ak, (7-21})
¥ un vector de posicion R del origen a un punte arbitrario

R=a,x+a,y+a.z (7-22)
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Determinaci6n de H
a partir de E de una
onda plana
uniforme

® EJERCICIO 7.3

la ecuacion (7-20) puede escribirse en forma escueta como

E=aFEe /"R =g Ee /iR (7-23)
Esta situacion se ilustra en la figura 7-4. La relacién
a,'R = longitud OP  (una constante)

es la ecuacion del plano (lugar geométrico de los puntos extremos del vector de po-
sicion R) normal a a, la direccion de propagacién, y es un plano de fase constante y
amplitud uniforme.

El campo magnético H asociado con el campo eléctrico de la ecuacion (7-23) es,
a partir de la ecuacién (6-80a),

1 E - x— jhzz
H=*j_wIVxE=ﬁ(—axk,+a,k,)e i (7-24)

Podemos expresar la ecuacién (7-24) en forma mds general:

k
H=—akxE=la,‘xE. (7-25)
wp n

De esta manera es facil determinar H usando la ecuacién (7-25), si se conoce el va-
lor de E de una onda plana uniforme que se propaga en una direccién determinada.

a) Escriba la expresion fasorial del campo eléctrico en direccién z de una onda plana uniforme
en el aire con amplitud E, y frecuencia £, que se propaga en direccién —y.

b) Escriba la expresion del campo magnético asociado.

RESPUESTA : (a) E = a_Ee/2nfc,

FIGURA 7-4  Vector de posicidn y vector unitario de onda normal al frente de fase de una onda
plana uniforme.

X4

Y Plano de fase
constante (frente de fase)
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7-2.3 POLARIZACION DE ONDAS PLANAS

Significado de la
polarizaclén de una
onda uniforme

La polarizacion de una onda plana uniforme describe el comportamiento variable con
¢l tiempo del vector de intensidad de campo eléctrico en un punto determinadoe del es-
pacio. Por ejemplo, si el vector E de una onda plana permanece fijo en la direccion x
(E = a E,, donde E, puede ser positive o negativo), se dice que la onda estd polariza-
da linealmente en la direccidn x. No se requiere una descripeién aparte del comporta-
miento del campo magnético, ya que la direccion de H esté relacionada con la de E.

En atgunos casos la direccion de E de una onda plana en un punte determinado
puede cambiar cen el tiempo. Considere la superposicion de dos ondas polarizadas li-
nealmente, una en la direccion x y la otra en la direccidon y y retardada 90° (o #/2 rad)
en la fase temporal. Usando la notacién fasorial tenemos

E(z) = 8, E,(2) + 8, Ey(2)
=8, Fjge " —a jE e G20
donde £, y F,, son nlimeros reales que denotan las amplitudes de las dos ondas po-
larizadas. La expresion instantanea de E es

E(z,t) = Re{[2,E,(z) + 8, E(2)]e/*}

7
=a,E ;qcos{wt — kz)+a,E,,co8 (wt—kz —3

Es conveniente asignar z = 0 al examinar el cambio de direccidn de E en un punto
determinado a medida que varia 2. Tenemos
E(©,1) =1, E(©, 1) + a,E,(0,7)

(7-27)
=a,E pcoswt +a,Fypsenamt.

Conforme of aumenta de 0 a /2, &y 34/2, completando ¢l ciclo en 27, la punta del
vector E(0, 1) describird una trayectoria geométrica eliptica en sentido contrario al de
las agujas del reloj. En forma analitica tenemos

E,\(0,1)
cos Wt = ———
Eo
y
E4(0, 1)
Sen oM =
E3o

E.(0,0 |2
= /l1—coslwt = 1—|:—’(—)],
Ei(]

que nos conduce a la siguiente ecuacion de una elipse:

E, 0, |2 E,©0,1) |*
|: Ezo ] +|: Eo :| = (7-28)
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vi
@
E(C, 1
i - X
2} El(] "
(a)
¥4
Exr—— AP
|
| E
tan™ =2
| 2T
0 1 > X
Ep
P
(b}

FIGURA 7-5 Diagrama de polarizacién para la suma de dos ondas polarizadas linealmen-
te en cuadratura espacial en z = 0: (a) polarizacion circular, £(0, #) = E{a, cos of + a, sen of;
(b) polarizacién lineal, E(0, 1} = (a,E|, + a,£,;) cos at.

Significado da las
ondas polarizadas
sliptica y
circularmente

De esta manera, E, la suma de dos ondas polarizadas linealmente en cuadratura tanto
espacial como temporal, estard elipticamente polarizada si E,, # E,, y circular-
mente polarizada si E,; = E,,. En la figura 7-5{a) se muestra un circulo de pola-
rizacidn genérico.
Cuando E,, = E,;, el dngulo instantineo o que forma E con el eje x en

z=0es

E,0,¢
-1 2( 1 } = wt,

EI(O' r)
le que indica que E gira a una razén uniforme con una velocidad angular @ en sen-

tido contraric al de giro de las agujas del reloj. Si los dedos de la mano derecha siguen
el sentido de giro de E, el pulgar apunta en la direccién de propagacion de la onda.

o = tan

(7-29)



7-2 ONDAS PLANAS EN MEDIOS 51N PERDIDAS 285

Onda polarizada
clrcularmente de
mano derecha (o
pasltiva)

Onda polarizada
circularmente de
manp izquiarda {o
negativa)

Onda polarizada
linealmente

EIEMPLO 7-2

Esta es una enda circularmente polarizada positiva o de mano derecha.
Si comenzamos con un E,{z}, que va 90° (#/2 rad) por delante de E,(z} en fase
temporal, las ecuaciones (7-26) y (7-27) serian, respectivamente,

E(z) = 2,E,pe % + 8, jE;qe ™+ (7-30)
¥

E.t)=a,E jcoswt—a,FE,, sen wr. {(7-31)

Al comparar las ecuaciones (7-31) y (7-27) vemos que E todavia estard polarizado elip-
ticamente. Si E,, = E|,, E estara polarizado circularmente y el 4ngulo con respecto al
eje x en z = 0 gerd —a!, lo cual indica que E girara con velocidad angular e en el sentido
de las agujas del relof, ésta es una onda circularmente polarizada negativa o de mano
izquierda.

Si F,(z) y £,(z) estan en cuadratura espacial pero en fase temporal, la expresién
instantanea de Een z=0es

E0. 1) = (8,E,p +8, E ) cos at. (7-32)

La punta de E(0, ¢} estard en el punto P, de la figura 7-5(b) cuando w7 = 0, Su mag-
nitud disminuird hacia cero conforme of aumente hacia /2. Tras esto, E(0, ) comenzara
a aumentar gradualmente en direccidn opuesta, hacia el punto P, donde wf = 7. De-
cimos que el E suma estd linealmente polarizado a lo largo de una linea que forma un
angulo tan™'(E,y/E|;) con el eje x.

En el caso general donde E,(z) y E,(2) estdn en cuadratura cspacial, pueden te-
ner amplitudes diferentes (E,; # E|;} ¥ pueden diferir en fase en una cantidad arbitraria
(distinta de cero y que no sea un multiplo entero de 7/2). Su E suma estara polarizado
elipticamente.

Demuestre que una onda plana linealmente polarizada puede descomponerse en una
onda polarizada circularmente de mano derecha y una onda polarizada circularmen-
te de mano izquierda de igual amplitud.

SOLUCION

Considere una onda plana polarizada linealmente que se propaga en la direccion +z.
Podemos suponer, sin perder generalidad, que E esté polarizado en la direccién x. Si
empleamos la notacion fasorial tenemos

E(z) = a Eqe (7-33)
Pero esto puede escribirse como

E(Z) = Er{‘(z) * Elc{z}v (7'34)



286

CapPiTULO 7 ONDAS ELECTROMAGNETICAS PLANAS

Podemos
descomponer una
onda plana
polarizada
lineaimenta en dos
ondas polarizadas
circularmente de
igual magnitud.

m EJERCICIO 7.4

donde
Eo : — jkz
E.(z)= T(ax—n,,}e ! (7-34a)
Y
EG : — jkz
E.(z) = > (a, + ja,)e” " (7-34b}

Basandonos en el analisis previo, podemos reconocer que E, (z) en la ecuacion (7-34a)
y E,(z) en la ecuacidn (7-34b) representan las ondas polarizadas circularmente de mano
derecha y mano izquierda, respectivamente, cada una con amplitud £,/2, Asi hemos
demostrado el enunciado de este problema. Por supuesto, también cs verdadero el
enunciado inverso: la suma de dos ondas polarizadas circularmente de igual magnitud
que giran en sentido opuesto es una onda polarizada linealmente,

Describa la polarizacién dec una onda cuya intensidad eléctrica esta descrita por E(x, #) =
(a,F,q— a,E,) sen (of — kx).

PREGUNTAS DE REPASO

P.7-7 ;Qué es una onda TEM?

P.7-8 ;Laimpedancia intrinseca de un medio sin pérdidas es una funcion de la frecuencia?
Explique, .

P.7-9 ;Qué quiere decir la pofarizacion de una onda? ; Cuando estd polarizada lincalmente
una onda? ;Cudndo estéd polarizada circularmente?

P.7-10 Se combinan dos ondas ortogonales polarizadas linealmente que tienen la misma frecuencia,

Enuncie las condiciones en las cuales la resultante sera (a) otra onda polarizada linealmente,
(b) una onda polarizada circularmente y (c) una onda polarizada elipticamente.

COMENTARIOS

1. Enunacnda TEM en un medio sin pérdidas ilimitado: (a) E v H estén en fase, y
(b) IE| =n[H|.

2. El campo E de las estacioncs de radio AM est4 polarizado linealmente, con ef
campo E perpendicular a la tierra. La antena receptora debe estar en posicién
vertical para lograr [a maxima recepcion.

3. ElcampoE de [as sehales de televisién esta polarizado linealmente en direccion
horizental. Observe la posicion horizontal de las antenas receptoras de sefiales
de television ¢n el techo de las casas.

4. La onda radiada por las estaciones de radic FM usualmente tiene polarizacién
circular.
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7-3 ONDAS PLANAS EN MEDIOS CON PERDIDAS

Parmitividad
compleja de medios
con pérdidas

Tangente de
pérdidas de medios
con pérdidas

Hasta ahora hemos considerado la propagacion de ondas en medios simples sin pér-
didas ¥ sin fuentes (p, = 0, J = 0). Si un medio es conductor (o # 0), fluird una cotricnte
J = ¢E debido a la existencia de E. En este caso debemos cambiar la ecuacién con
dependencia arménica con el tiempo V x H (6-80b) a

VxH=(a+jwe}E=jw(e+—g—)E |

Je (7-35)
= jwe E

con

e=e—j=  (F/m). (7-36)

Las otras tres ecuaciones (6-80a, ¢ y d) no cambian. Por lo tanto, las ecuaciones previa-
mente presentadas para medios no conductores serdn aplicables a medios conductores
si se sustituye € por la permitividad compleja €, de la ecuacién (7-36).

En la seccion 3-6.2 vimos que, al aplicar a cuerpos materiales un campo eléctrico
externo variable con el tiempo, se producen pequefios desplazamientos de cargas Ii-
gadas que a su vez originan una densidad de volumen de polarizacién, Este vector de
polarizacidn variard con la misma frecuencia que el campo aplicado. Al aumentar la
frecuencia, la inercia de las particulas cargadas tiende a evitar que el desplazamien-
to de particulas se mantenga en fase con los cambios del campo, to cual produce un
mecanismo de amortiguamiento de vibraciones que produce pérdida de potencia de-
bido al trabajo necesario para superar las fuerzas de amortiguamiento. Este fenome-
no de polarizacién fuera de fase puede caracterizarse por una susceptibilidad eléctrica
compleja y por consiguiente por una permitividad compleja. Si el cuerpo o medio ma-
terial tiene ademds una cantidad importante de portadores de carga libres, como los
electrones en un conductor, los electrones y huecos en un semiconductor o los iones
en un electrdlito, también se presentaran pérdidas 6hmicas. Al estudiar estos me-
dios es costumbre incluir los efectos de las pérdidas dhmicas y por amortigua-
miento en la parte imaginaria de la permitividad compleja €_:

€ =€ — je (F/m), (7-37)

donde €'y " pueden ser funciones de la frecuencia, Alternativamente, podemos definir una
conductividad equivalente que represente todas las pérdidas y escribir

o= we" {S/m). (7-38)

Al combinar las ecuaciones (7-37) v (7-38) se obtiene la ecuacion (7-36).
La razén € /€' se denomina tangente de pérdidas porque es una medida de la
pérdida de potencia en el medio:

o

£, (7-39)

tan §, = — =
€~ we

la cantidad &, en la ecuacién (7-39) se conoce como dngulo de pérdidas.
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R R

Diterancla sntre un
buen conductor y
un buen aiglante

Se dice que un medio es un buen conductor si o> we y un buen aislante si
we > g. Asi, un material puede ser un buen conductor a frecuencias bajas pero tener
las propiedades de un dieléctrico con pérdidas a frecuencias muy altas. Por gjem-
plo, la tierra hiimeda tiene una constante dieléctrica €, y una conductividad o del
orden de 10 ¥ 10-2 (S/m), respectivamente. La tangente de pérdidas o/we de la tierra
himeda es igual a 1.8 x 10* a 1 (kHz), de manera que es un conductor bastante bue-
no. Sin embargo, o/we es 1.8 x 107 a 10 {(GHz) y la tierra himeda se comporta como
un aislante.

EJEMPLO 7-3

B EJERCICIO 7.5

En un medio dieléctrico con pérdidas cuya permitividad relativa es 2.5 ¥ cuya tangente
de pérdidas es 0.001 existe una intensidad de campo eléctrico senoidal de amplitud 250
(V/m) y frecuencia | (GHz). Calcule la potencia media disipada en el medio por metro
cibico.

SOLUCION
Primero hay que hallar la conductividad eficaz del medio con pérdidas:

tan 8, = 0.001 = —,
WELE,

o (1072
o = 0.001(2x10%) { < — ) (2.5)

= 1.39 x 107%(S/m).
La potencia media disipada por unidad de volumen es
p=4JE =1cE*
=4 x(1.39x 10" %) x 2507 = 4,34 (W/m?),

Un homo de microondas cocina los alimentos irradidndolos con potencia de microondas generada
por un magnetron. Suponga que la constante dieléctrica de un filete de vaca es 40 y que su
tangente de pérdidas es de 0.35 a la frecuencia de funcionamiento de 2,45 (GHz). Use la amplitud
de campo eléctrico indicada en el ejemplo 7-3 para calcular la potencia media por metro cibico.
(Ignore el efecto de penetracidn, el cual sc analizard en la subseccién 7.3-2.)

RESPUESTA : 59.6 (kW/m?).

Baséindonos en ¢l analisis anterior, el estudio del comportamiente para una depen-
dencia arménica con el tiempo de un medio con pérdidas puede realizarse a partir de la
ecuacion (7-3) con sélo sustituir la & real por un niimero de enda complejo &

Sy (7-40)
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Relacion entre la
constante de

propagaclén y el
nimero de onda

Constante de
stenuacidn y su
unidad en el Si

Constante de fase y
su unidad en el S|

B EJERCICIO 7.6

Ahora hay que examinar Ja solucién de la siguiente ecuacion homogénea de Helmholtz:
V?E + k?E = 0. (7-41)

Para seguir el convenio de notacion usado en la teoria de las lineas dc transmision, se
acostumbra definir una constante de propagacion, v, tal que

y =jk. = jo/ue,  (m7Y). (1-42)
Como yes compleja, usamos la ecuacién (7-36) para escribir
_ _ g \12
y=a+jf =J€U\/ﬂf(1 + ]Eo?) ; (7-43)

0, a partir de la ecuacion {7-37),
; YLl
¥ =0+ jfi = jo ,ue’(l _Je_’) , (7-44)

donde ey B son las partes real e imaginaria de y respectivamente, En breve explica-
remaos su importancia fisica. En un medio sin pérdidas, =0 (" =0, e=€¢"), a=10
Usando la ecuacidn (7-42), la ecuacion (7-41) se convierte ¢n
V2E — yE = 0. (7-45a)
En el caso de una onda plana uniforme que se propaga en {a direccion +z y que esta
caracterizadapor E=a E y H= a,H, la ecuacion (7-45a) se reduce a
42E, _
dz*

La solucidon de la ecuacion (7-45b) es

»E,. (7-45b)

E, = Ege ™" = Eqe %™, (7-46)

donde a y f son cantidades positivas. El primer factor, e se reduce al aumentar z y
por consiguiente es un factor de atenuacion; « sc denomina ceonstante de ateruacion.
La unidad en el 81 de la constante de atenuacion es el neper por metro (Np/m).t El
segundo factor, e7#, es un factor de fase; 8 s¢ conoce como constante de fase y se
expresa en radianes por metro (rad/m). La constante de fase expresa la magnitud del
cambio de fase que se produce cuando la onda viaja un metro.

Suponga que la amplitud de la intensidad eléctrica de una onda plana quc sc prepaga en un
medio con pérdidas es 1 (mV/m) en P, y 0.8 (mV/m) en P, a 50 {m} de distancia. Encucntre

t Un neper es una cantidad sin dimensiones. 81 o= | (Np/m), entonces una amplitud unidad de una onda se
reduce al valor ¢! (= 0.368) al propagarsc una distancia de 1 (m). Una atenuacion de | (Np/m) equivale a 20
i0g,,e = 8.69 (dB/m).
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a) la atenuacion total entre los puntos P, y P,, tanto en nepers como en decibeles, y
b) o« en (Np/m)y en (dB/m).

RESPUESTA : (a) 0.223 (Np), 1.94 (dB), (b} 0.00446 (Np/m}, 0.0388 (dB/m).

7-3.1 DIELECTRICOS CON PEQUENAS PERDIDAS

Constante de
propagacién de un
dieléctrico con
pérdidas

Impedancia
intrinseca de un
dieléctrico con
pérdidas

Un dieléctrico con pequefias perdidas es un buen aislante pero imperfecto, con una con-
ductividad equivalente distinta de cero, de manera que €” << €'0 o/me << |. Si se presen-
ta esta condicion podemos aproximar mediante el desarrollo del binomio la expresion
de y de la ecuacion (7-44} a:

i ) - € 1 fe"\?
y=o+jf = jo/ue l——j£5+§ prl I

de donde obtenemos la constante de atenuacion

we’
a=Re) =[5 (Np/m) (7-47)
y la constante de fase
’ l E" 2
B = Famly) = w0 /e [1 + 3 (E—) ] (rad/m). (7-48)

En la ecuacién (7-47) podemos ver que la constante de atenuacion de un dieléctrico
con pequefas pérdidas es una cantidad positiva y aproximadamente proporcional a la
frecuencia. La constante de fase de la ecuacion (7-48) varia muy poco con respecte al
valor w .fue correspondiente a un dieléctrico perfecto (sin pérdidas),

La impedancia intrinseca de un dieléctrico con pequefias pérdidas es una canti-

dad compleja.

P e\
e = ?(|—J?)
g (7-49)
;\/ﬂ_,(u.f,) (),
€ pl3

La impedancia intrinseca es la razén de E, y H, de una onda plana uniforme, por 0
que las intensidades de campo eléctrico y magnético en un dieléctrico con pérdidas no
estan en fase temporal, como lo estdn en un medio sin pérdidas.

La velocidad de fase u, se obtienc de la razén o/p. Usando la ecuacion (7-48)

tenemos

Uy Ju_e —3lz (m/s), (7-50)

que es ligeramente menor que su valor cuando el medio no tiene pérdidas.
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PREGUNTAS DE REPASO

P.7-11 ;Por qué la permitividad de un medio dieléctrice es una cantidad compleja?
P.7-12 Defina la tfangente de pérdidas de un medio.
P.7-13 ;Cudl es la relacion entre la constante de propagacion y el numero de onda?

P.7-14 Defina la constante de atenuacion y la constante de fase de una onda que se propa-
ga en un medio. ;Cudles son sus unidades en el 817

COMENTARIOS

1. Loscampos eléctrico ¥ magnético de las ondas planas uniformes en medios con
pérdidas estin en cuadratura espacial y tienen distinta fase temporal.

2. Tanto a como #son cantidades reales y ambas son, por lo general, funciones de
fa frecuencia.

3. Laatenuacion de ia amplitud de la onda en nepers es el logaritmo natural de la
razon de la amplitud en el punto inicial y la amplitud en el punto final.

4. | (Np)=8.69 (dB).

7-3.2 BUENOS

CONDUCTORES

Gonstante de
propagacion de un
buen conductor

La sonstante de
atenuacion y la
tonstante de fase
de un buen
tonductor son
iguales.

Un buen conductor es un medio en ¢l cual o/we = 1. En esta situacién es conveniente
usar la ecuacion {7-43) e ignorar | en comparacion con o/we, Escribimos

o o gz L g
y:}w\/; jwe_\/} m,ua—\/i WO ,

y=a+jf={l+j)/rfus, (7-31)

donde se han usado las relaciones

\/} e (eJ'x.fZ)le = ™4 = (1 +J)/\/5

y o= 2xf La ecuacién (7-51) indica que @y 8 son aproximadamente iguales en un buen
conductor y ambos aumentan con ‘/f y,/;. En un buen conductor,

2=f=/rfuc. (7-52)
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Retacldn entre la
impadancia
intringecay la
constante de
atenuacién de un
buen conductor

VYelocidad de fase
en un buen
conductor

Longitud da onda
en un buen
conductor

Profundidad de
penetracidh

Detarminacion de la

profundidad de

penetracién a partir
de la conductividad
ydela permeabllidad

del conductor y da
la frecuencia

La impedancia intrinseca de un buen conductor es

m=\/£; Kﬂ=(1+j‘j H%={l+;’)?— Q).
€ ¢ ¢ o

que tiene un ingulo de fase de 45°. Por consiguiente, la intensidad de campo magnético

(7-53)

esta 45° retrasada con regpecto a la intensidad de campo eléctrico.
La velocidad de fase en un buen conductor es

P s (m/s) 7-54
U, = ﬁ e ua z ( E )
que es proporcional a JT y 1/ Jo . Tomemos come ejemplo el cobre:
a = 580x107 (S/m},
u=4nx10"7 {(H/m),
u, = 720(m/s) a 3{MHz),

que es muchos érdenes de magnitud mas lenta que la velocidad de 1a luz en el aire. La
longitud de onda de una onda piana en un buen conductor es

n u n
j=T Mg | & ‘
57 Npw ™

En el caso del cobre a 3 (MHz) tenemos A = 0.24 (mm}., Como punto de compara-
cién, una onda electromagnética de 3 (MHz) tiene una longitud de onda de 100 (m)
en el aire.

La constante de atenuacién & de un buen conductor a frecuencias muy altas tiende
a ser muy grande, de acuerdo con la ecuacion (7-52). En el caso del cobre a 3 (MHz),

= /a3 x 10°4n x 10 )(5.80 x 107) = 2.62x 10*  (Np/m}

Puesto que el factor de atenuacidn es e, la amplitud de 1a onda estara atennada con
un factor de e-! = 0,368 cuando se propague una distancia & = 1/a. Esta distancia es
de (1/2.62) x 10 (m) o 0.038 (mm) en el caso del cobre a 3 (MHz). A 10 (GHz)
es s6lo de 0.66 (um), una distancia muy pequefia. Entonces, una onda electromag-
nética de alta frecuencia sc atenia con gran rapidez al propagarse en un buen con-
ductor. La distancia & a la cual la amplitud de una onda plana viajera se reduce en
un factor de ¢! o 0.368 se conoce coma profundidad de piel o profundidad de pe-
netracién del conductor. '

(7-55)

5=l= : {m).

& Jnfus

Como « = p en un buen conductor, también podemos escribir 8 como

(7-56)
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EJEMPLO 7-4

b=y @ (7-57)

La profundidad de penetracion de un buen conductor a frecuencias de microondas es
tan pequefia que podemos considerar, para fines practicos, que los campos y las co-
rrientes estan confinados a una capa muy delgada (esto es, en la piel) de la superfi-
cie del conductor.

La intensidad de campo eléctrico de una onda plana uniforme polarizada lineal-
mente que se propaga en el agua de mar en la direccién +z es E = a,100 cos (1077)
(V/m) en z = 0. Los parametros constitutivos del agua de mar son €, =72, u = |
y o= 4 (8/m).

a} Determine la constante de atenuacidn, la constante de fase, la impedancia intrin-
seca, la velocidad de fase, la longitud de onda y la profundidad de penetracion.

b) Calcule la distancia a la cual la amplitud de E es el 1% de su valoren z = 0.
¢)  Escriba las expresiones de E(z, ) y H(z, f) en z = 0.8 {m) como funciones de .

SOLUCION
w=10"x (rad/s),

s % = 5x 10°(Hz) = 5(MHz),

4
=9 g =200 » 1.

ot ol 107
IOn(SﬁnXIO )?2

Podemos usar entonces las formulas de buenos conductores.
a) Constante de atenuacion:

x = /nfuc = /Sn10%4n10"")4 = 8.89  (Np/m).
Constante de fase:

f=./nfuc=188%  (rad/m).

Impedancin intrinseca:

a
41,3

In
n.=(1+j) s

(5 x 10°}4n x 107 7)
4

=(1+J =qme™*  (Q).



294

CAPITULO 7 ONDAS ELECTROMAGNETICAS PLANAS

b)

€)

Velocidad de fase:

w 10'x
u, = E =380 - 3.53 % 10° {m/s).
Longitud de onda:

2 In
A 7 =889 0.7 (m)

Profundidad de penetracion:

1 I

Distancia z, a la cual fa amplitud de la onda decrece al 1% de su valor en z = 0:
- 001 oz, __ 1 = 100
¢ T T
1 4.605

En notacién fasorial,
E(z) = a,100e % 72,

La expresion instantdnca de E es

E(z, ) = R:[E{z)e’]
= Re[a,100e ™ e/~ = a_100e " ** cos {wt — fiz).
En z = 0.8 (m) tenemos
E(0.8, 1) — a,100e~ %5 cos (107at — 0.88)
=1a,0.082 cos (107zt—7.11}
=a,0.082 cos (107 rt —47.57) (V/m).

Sabemos que una onda plana uniforme es una onda TEM con E L H y que ambos
son normales a la direccién de propagacion de la onda a_. Por lo tanto, H = aH,
Para hallar H(z, /), la expresion instantanea de H en funcién de ¢, ne debemos co-
meter el error de escribir H(z, 1) = E (z, t)/h,, ya que esto seria una mezcla de
las funciones temporales reales £,(z, #) y H,{(z, ¢} con la cantidad compleja 4,. Es
necesario cmplear cantidades fasoriales £(z) y H (2); es decir,

H,(z) Ex{Z),

<

P71 (rad) = 7.1 x (180/7) = 407.4", lo que equivale a 407.4° - 360° = 47.5" en las relaciones dc fase.
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de donde obtenemos la relacion entre las cantidades instantaneas
E.(z} .
H,z,t) = He [_{‘Q el |,
"
En nuestro problema tenemos, en notacién fasorial,

IOOe—O,Sae - JO.Bf B 0.0828_”‘1 1

H,(08) = e ni® T T et

= 0.026e ~71-61,

Observe que ambos dngulos deben estar en radianes antes de combinarlos. La ex-
presion instantdnea de H en z = {L.8 (m) es entonces

H(0.8, ) = a,0.026 cos 1072/ - 1.61)

=2,0.026 cos (1071— 923°)  (A/m).

Vemos que una onda plana de 5 (MHz) se atenita con gran rapidez en el agua
de mar y se hace insignificantemente débil a muy corta distancia de la fuente. (Las
amplitudes de los campos a una profundidad de 0.8 {m} se reducen a 0.082/100
= 0.00082 veces su valor en la superficie.} La comunicacion a larga distancia con
submarinos sumergidos es muy dificil, incluso a muy bajas frecuencias.

B EJERCICIO 7.7 Determine la frecuencia a la cual la profundidad de penetracion en el agua de mar es de diez
metros. Calcule la longitud de onda correspendiente ¢n el agua de mar y compérela con la
del aire.

RESPUESTA : 633 (Hz), 62.8 (m), 474 {km).

PREGCUNTAS DE REPASO

P.7-15 ;Qu¢ distingue un buen conductor de un buen aislante a una frecuencia determinada?

P.7-16 ;Qué significa la profundidad de penetracion de un buen conductor?

COMENTARIOS

I

La constante de atenuacion y la constante de fasé de un buen conductor son
numéricamente iguales.

La impedancia intrinscca de un buen conductor ticne un angulo de fase de 45°.
La profundidad de penetracién de un buen conductor es numéricamente igual al
inverso de su constante de atenuacién ¢ inversamente proporcional a Jj_‘ v Vo
La profundidad de penetracion de los buenos conductores es menor que 1 (pm)
a 10 (GHz).
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7-4 VELOCIDAD DE GRUPD

Definicién de ia
velocidad de fase

Dispersidn

Deflnicién de la
valocidad de grupo

En la ecuacién (7-10) definimos la velocidad de fase, u,, de una onda plana de frecuencia
1inica, como la velocidad de propagacion de un frente de onda de fase constante. La
relacién entre u,y la constante de fase, 3, es

u =% {m/s). (7-58)

A=k= wue esuna funcion lineal de o para las ondas planas en un medio sin pér-
didas. Por lo tanto, la velocidad de fase u, = 1.-"‘/;1? es una constante independiente
de la frecuencia. Sin embargo, en algunos casos (como la propagacion de onda en un-
dieléctrico con pérdidas, como vimos antes, o en una linea de transmision o en una
guia de ondas) la constante de fasc no es una funcidn lineal de «; las ondas dc dis-
tinta frecuencia se propagaran con diferente velocidad de fase. Ya que todas las se-
fiales que transportan informacion consisten en una banda de frecuencias, las ondas
a las distintas componentes en frecuencia se propagaran con velocidades de fase di-
ferentes, produciendo una distorsion en la forma de onda de la sefial; 1a seital se
“dispersa”. El fenomeno de la distorsién de la sefial causado por el hecho de que la
velocidad de fase dependa de la frecuencia se conoce como dispersidn. A partir de
las ecuaciones (7-50) y {(7-39) llegamos a la conclusidn de que un dieléctrico con pér-
didas es un medio dispersor.

Una sefial que transmite informacion normalmente tiene un intervalo de frecuencias
{bandas laterales) muy pequefio alrededor de una portadora de aita frecuencia. Esta sefial
constituye un “grupo” de frecuencias v forma un paquete de ondas. La velocidad de
grupo es la velocidad de propagacion de ia envolvente del paquete de ondas {o de un
grupo de frecuencias).

Considere el mas sencillo de los casos: un paquete de ondas que consiste en dos
ondas viajeras de igual amplitud y frecuencias angulares ligeramente distintas ay, + Aw
y a, ~ Aw (Aw < @,). Las constantes de fase también serdn un poco diferentes, ya que
son funciones de la frecuencia. Sean 3, + A3y B, — A las constantes de fase corres-
pondientes a las dos frecuencias. Tenemos entonces

E(z,t) = Eq cos [(wo+ Aw)t —(By + Af)z]
+ E, cos [(wo— Aw)t — (8o — Af)] (7-39)
= 2E; cos (t Aw—z AB) cos (wet — foz)
Como Aw << oy, la expresion en la ecuacion (7-59) representa una onda gque oscila
rapidamente con frecuencia angular m, y con una amplitud que varia lentamente con
una frecuencia angular Aw. Esta estructura de onda se ilustra en la figura 7-6.
- La onda dentro de la envolvente se propaga con una velocidad de fase determmada
al poner wy — B,z = constante:
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FiGURA 7-6  Suma de dos ondas viajeras con dependencia armoénica con el tiempo, con igual
amplitud y frecuencias ligeramente distintas en un instante 7 determinado.

_dz
P
Podemos determinar la velocidad de 1a envolvente (la velocidad de grupo u) igua-
lando a una constante el argumento del primer factor coseno de la ecuacién (7-58):

u

t Aw—z Af = constante,
de fo cual obtenemos

dz Aw 1

“= &~ 88 T ApAG

En cl limite donde Aw — ( tenemos la férmula para calcular la velocidad de grupo en

un medio dispersivo:

Férmula de la 1

velocidad de grupo Uy = mﬂ; (m/s). (7-60)
en medios

dizpersivos

Esta es la velocidad de un punto en la envolvente del paquete de endas, como se ilustra
en la figura 7-6 y se identifica como la velocidad de una sefial de banda estrecha. La
velocidad de grupo en un medio dispersivo puede ser mayor o menor que la veloci-
dad de fase. Se dice que un medio presenta dispersién normal si u; < u,, y dispersion
anbmala si u, > 1. No hay dispersién cuando u, = u,.

PREGUNTAS DE REPASO

P.7-17 ;Que significa la dispersion de una sefial? Proporciene un ejemplo de un medio dispersivo.

P.7-18 Defina la velocidad de grupo. ;Cémo difiere la velocidad de grupo de la velocidad
de fase?
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COMENTARIOS

L. Las sefiales que transportan informacién sc propagan sin dispersién Gnicamente
en medios no dispersivos,

2. Unmedio es no dispersivo si ges una funcion lineal (directamente proporcional)
de w.

7-5 FLUJO DE POTENCIA ELECTROMAGNETICA Y VECTOR DE POYNTING

Las ondas electromagnéticas transportan encrgia electromagnética. La energia se trans-
porta por el espacio a puntos receptores distantes a través de ondas electromagnéticas.
A continuacidn derivaremos una relacidn entre la razén de transferencia de tal ener-
gia y las intensidades dc campos eléctricos y magnéticos asociados con la onda elec-
tromagnética que se propaga.

Comenzamos con las ecuaciones de rotacional:

B
VxE= =, (6-452)(7-61)
oD
VxH=J+—. (6-45b)(7-62)

Podemos comprobar directamente la siguiente identidad de operaciones vectoriales si
usamos coordenadas cartesianas:

V{E xH) =H«V x E)-E-(V x H). (7-63)
Al sustituir las ecuaciones {7-61) y (7-62) en la ecuacién (7-63) sc obtiene

B éD
- = — '—-——E’ i =
V-ExH)=-H 2 —E— J (7-64)

Para un medio simple cuyos parimetros constitutivos e, u ¥ ¢ no cambian con el tiempo,
tenemos

B duH) 18uH-H) @ f1 3
P o— . e = — — H
H ot H ot 2 at ar\2 H :

D HeE) 14E'E) 9 (1 _,
B = = —w\3E)

E-J=E(¢E) = o2,

Podemos escribir entonces la ecuacion (7-64) como sigue:

V(E x Hy= —3(1551 ..

e . sz) —aE?, (7-65)
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Definicion del
vector de Poynting

Tegrema de
Poynting

que es una relacion de funcién puntual. Al integrar ambos lades sobre el volumen que
nos interesa se obtiene una forma integral de 1a ecuacién 7-65:

. = a 1 2 1 2 2
(jgs (ExH) ds= 5 J; (2 €Es + 2pH )du —L cE’ dv, (7-66)

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia para convertir la integral de volumen
de V+ (E X H) en la integral de superficie cerrada de (E % H),

Vemos que el primero y el segundo términos del lado derecho de la ccuacién
{7-66) representan la razon de cambio temporal de la energia almacenada en los cam-
pos cléctrico y magnético, respectivamente (compare con tas ecuaciones {3-106) y
(5-106)). El dltimo término es la potencia dhmica disipada en el volumen comao resul-
tado del flujo de Ja densidad de corriente de conduccion oE en presencia de un campo
eféctrico E. Podemos entonces interpretar el lado derecho de la ecuacion (7-66) como
la razdn de reduccion de las encrgias eléctrica y magnética almacenadas, menos la poten-
cia ohmica disipada en forma de calor en el volumen V. Esto debe ser igual a la potencia
(razon de energia) que sale del volumen a través de su superficic, para ser consistentes
con a ley de la conservacion de la energia. Por consiguiente, la cantidad (E X H) es un
vector que representa el flujo de potencia por unidad de drea. Definamos

#=ExH (W/md (7-67)

La cantidad #Pse conoce como vector de Poynting, v cs un vector de densidad de po-
tencia asociado con el campo electromagnético. La afirmacion de que la integral de su-
perficie de &P sobre una superficie cerrada, dada por el lado izquierdo de la ecuacion
(7-66), es igual a la potencia que sale del volumen encerrade, se conoce comao feorema
de Poynting. Esta afirmacion no estd limitada a ondas planas.

Podemos escribir {a ecuacion (7-66) de otra manera:

—i P-ds = % L (w,+w,)dv + L p.dv, (7-68)
donde

w, = 4eE* = 4¢E-E* = densidad de energia magnética, (7-69)

w,, = tuH? = LuH-H* = densidad de energia eléctrica, (7-70)

Po=0E*=J*g = cE"E* = J+J*/g = densidad de potencia dhmica. (7-71)

Diche con palabras, la ecuacion (7-68) establece que la potencia total que fluye ha-
cia dentro de una superficie cerrada en un instante cualquiera sera igual a 1a suma de
las razones dc incremento de las energias eléctrica y magnética almacenadas y de la
potencia 6hmica disipada dentro del volumen limitado por la superficie. Un asterisco
en una cantidad denota el conjugade complejo de dicha cantidad,
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EJEMPLO 7-5

Encuentre el vector de Poynting sobre la superficie de un alambre conductor recto, muy
largo (de radio b y conductividad o) por el que circula una corriente continua /. Ve-
rifique el teorema de Poynting.

SOLUCION

Puesto que se trata de una situacién de corriente continua, la corriente en el alambre
se distribuye de manera uniforme sobre su seccién transversal. Supongamos que el eje
del alambre coincide con el eje z. En la figura 7-7 se muestra un segmento de longi-
tud € del alambre largo. Tenemos

1
e

FIGURA 7-7 llustracion del teorema de Poynting (ejemplo 7.5).




7-5 FLUJO DE POTENCIA ELECTROMAGNETICA Y VECTOR DE POYNTING 301

En la superficie del alambre,

I

H =a¢,%.

Por lo tanto, el vector de Poynting en la superficie del alambre es

!2
% (@, x a,) 2anh?
IE
~* 20n

dirigido en todos los puntos hacia el interior de la superficie dcl alambre.
Para verificar el teorema de Poynting integramos 7° sobre la pared del scgmento
de alambre de la figura 7-7:

IZ
b FPds=—-0 Pads=|—
ﬁ ] ?{f;s a,ds (2”{2}]3)2::5!
{
=il® = I’R
(anbz) ’

donde hemos usado la férmula de Ia resistencia de un alambre recto presentada en la
ecuacion (4-16), R = £/aS. El resultado anterior confirma que la integral de superfi-
cie negativa del vector de Poynting es exactamente igual a la pérdida de potencia Ghmica
I2R en el alambre conductor. Asi queda verificado ¢l teorema de Poynting.

7-5.1 DENSIDADES DE POTENCIA INSTANTANEA Y MEDIA

Escritura de la
expresién
Ingtantanea a partir
de un fasor

Hemos visto ia conveniencia de usar la notacion fasorial al manejar ondas electro-
magnéticas con dependencia armanica con el tiempo. El valor instantdnco de una can-
tidad es entonces la parte real del producto de la cantidad fasorial por e/ cuando
se usa cos of como referencia. Por ejemplo, si tenemos el fasor

E(z) = a,E (2) = a Eqe "t iP= (7-72)

la expresion instantinea es
E(Z, t) = W [E(z}ef“"] =a, Eoe—u‘gf [ej(mr—sz)]

= a, Eqe” " cos{wt — fz). (7-73}

En el caso de una onda plana uniforme que se propaga en la direccién +z en un me-
dio con pérdidas, el fasor de intensidad de campo magnético asociado es

H(z) = 0, H,(2) = 8, "¢~ A0, (7-74)

[7.]
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potencla media
transmitida por una
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uniforme en la
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Formula general
para la densidad de
potencia media en
una orda que se
propaga

W EJERCICIO 7.8

ONDAS ELECTROMAGNETICAS PLANAS

donde n es el angulo d¢ fase de la impedancia intrinseca n, = |5, /%7 del medio. La
correspondiente expresion instantinea de H(z) es

E
2P o2 0os(wt — fz—8,).

H(z, t) = Re[H(2)e’']) = a
La expresién instantanea del vector de Poynting o vector de densidad de potencia es,
basindose en las ecuaciones (7-72) y (7-74),
P(z,1) = Elz,1) x H(z,t) = Re[E(2)e’"] x Re[H(z)e"']
2

=48 Ii_ui e~ 2 cos{wt — Pz} cos(wt — Pz—6,)

E}
2Jnel

En lo que se reficre a la potencia transmitida por una onda electromagnética, su
valor medio es una cantidad mas relevante que su valor instantaneo. Utilizando la ecua-
cién (7-76) obtenemos el promedio temporal del vector de Poynting, & (z):

(7-76)!

= A, e~ ***[cos 8, +cos (2wt — 2z —8,)].

2
O

1 d E — 2az 6 {w/m?.)
P.(2) = Tl Pz, )dt = 1, 2] e cos g, .

(7-77)

donde 7= 2w es el periodo temporal de la onda. El segunde término del lado derecho
de la ecuacion (7-76) es una funcién coseno de frecuencia deble cuyo valor medio es
cero en un periodo fundamental. En el caso de la propagacién de ondas en un medio
con pérdidas, n, & nesreal, o =0y 8= 0; entonces, la ecuacién (7-77) se reduce a

P.(z)=a Es (W/m?) (7-78)
av z 2’]‘ 3

Es probable que en el caso general no estemos tratando con una onda que se propa-
ga en la direccién z, asi que escribimos

P, =3R(E x H¥)  (W/m?), (7-79)

que es una formula general para calcular la densidad de potencia media en una onda
que se propaga.

Sustituya en la ecuacidn (7-79) las expresiones fasoriales de E(z) y H(z) dadas por las ccuaciones
(7-72) y (7-74) para verificar el valor de 7, obtenido en la ecuacidn (7-77).

¥ Aqui hemos usado la identidad trigonométrica cos €, cos 8, = + [cos(8, — 8)) + cos(8, + &)].
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EJEMPLO 7-6

Las expresiones fascriales del campo lejano a una distancia X de un pequefio elemento
vertical de corriente 7 d¥€, situado en el origen de un sistema de ¢coordenadas esféricas
en el espacio libre, son

6071 df .
E(R.9) = a,E,(R.8) =12, ( j IR sen e)e‘ﬂ”‘ (V/m) {7-80) (7-80)
y
E4(R. 8 1d¢ _
H(R.&)=a, “(qo ) =a, (jm sen 9)8"“ (A/m), (7-81)

donde A = 27/8 es la longitud de onda.
a} Escriba la expresion del vector de Poynting instantaneo.

b) Calcule la potencia media total radiada por el elemento de corriente.

SOLUCION

a)  Observamos que Ey/H, = n = 1207 (£2). El vector de Poynting instantaneo cs

P(R,6;1) = #[E(R, )] x Re[H(R, Be]

Idey2
= (ay X 2,)30n ("ﬂ:{) sen? Bsen? (wt — SR)

fdeye
= a,l5n R sen 8[1 —cos 2wt — SR)] (W/m?),
b) El vector de densidad de potencia media ¢s, a partir de la ecuacién (7-79),
idey?
2. (R,0) = a,15n (ﬁ) sen’ g, (7-82)

que, como podemaos ver, es igual al valor medio temporal de °(R, 8 ¢) expre-
sado en el apartado (a) de esta solucidon. La potencia media total radiada se obtiene
integrando #2,(R, 6) sobre la superficie de la esfera de radio R:

Total P,, =§ PR, 0) ds
5

2n [ Tdf\?
= 157 ~— | sen?8 | R sen 8d0d¢
o Jo AR (7-83)

)
= 40n? (d{) W,

donde 7 es la amplitud (/2 veces el valor eficaz) de la corriente senoidal en d¥.
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B EJERCICIO 7.9

Remitase al ejemplo 7-6. Suponga 7 = 5 (A} y d€= A/20; determine la potencia intercepta.
da en ¢l campo lejano a una distancia de 9 (m) por una superficie esférica enfrentada af elementc
de corriente y definida por 80° < 9 < 100° y i = = 20°

RESPUESTA : 0.354 (W).

PREGUNTAS DE REPASO

P,7-19 Defina ¢l vector de FPoynting. ;Cuél es la unidad en el SI de este vector?

P.7-20 Enuncie el teorema de Poynting.

P.7-21 Escriba las expresiones de (a) el vector de Poynting instantineo ¥ (b) el vector de
Poynting promedio temporal; en ambos casos refiérase a un campo electromagnético con
dependencia arménica con el tiempo y escriba las expresiones en términos de los vectores
de intensidad de campo eléctrico y magnético.

COMENTARIOS

1. El vector de Poynting 2 tiene direccién normal a E y H.
2. Elteorema de Poynting es una manifestacién del principio de conservacién de la
energia.
3. - Observe que P(z,!) = R[E(z)e!™] x Re[H(z)e™*]
# Re[E(z) x Hiz)le'™;
es decir, no es correcto obtener primero el producto cruz de E por H y luego
tomar la parte real del producto.

7-6 INCIDENCIA NORMAL DE ONDAS FLANAS SOBRE PLANOS DE DISCONTINUIDAD —

Hasta ahora sélo hemos visto la propagacién de ondas Planas uniformes en un medio
homogéneo ilimitado. Lo mas comiin en la practica es que las ondas se propaguen en
regiones limitadas donde estan presentes varios medios con pardmetros constitutivos
diferentes, Una onda electromagnética que se propaga en un medio experimenta una
reflexién cuando llega a otro medio con impedancia intrinseca diferente. A menos que
¢l segundo medio sea un conductor perfecto, parte de la potencia incidente se trans-
mite a dste. En esta seccion estudiaremos el caso mas simple de la incidencia normal
de ondas planas uniformes sobre una superficie de discontinnidad plana. En la seccién
siguiente veremos el caso mas general de la incidencia oblicua,

Considere la situacion ilustrada en la figura 7-8, donde la onda incidente (E, H)
en el medio 1 (¢, »,) se propaga en la direccién +z hacia el medio 2 (€3, ). Lasu-
perficie de separacién es el plano z = 0. Suponemos que ningune de los medios pre-
senta pérdidas. Los fasores de intensidad de campo eléctrico y magnético incidentes
son (a4, = a,):
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i

incidente

Medio 1
(€ 14y

z=0
FIGURA 7-8 Onda plana que incide normalmente sobre la frontera de un dieléctrico plano.

Ei(z) = a,E;ge 7, (7-84)
Byt
H,(z) = a,,n—loe iz, (7-85)

Debido a la disc. atinuidad del medio en z = 0, parte de la onda incidente es re-
flejada de nuevo hacia el medio | y parte se transmite al medio 2. Tenemos entonces

a) Para la onda reflejada (E,, H,)): a,, =—a..

F4

E,(2) = a,E,qe/", (7-86)
! ) bz
H,(z) = (—a,) x —E,(2) = SRy (7-87)
g M
b) Para la onda transmitida (E, H)): a,, = a,.
E(z) = a,Eqe %, (7-88)
1
H,(Z} =a, X — E‘{z) = a’_%ge'j,ﬂ, (7-89)
Up) N2

donde E,; es la magnitud de E,en z=0y B,y n, son la constante de fase y la impe-
dancia intrinseca del medio 2, respectivamente. Observe que las direcciones de las fle-
chas de E, y E, en la figura 7-8 se han dibujado de forma arbitraria, yaque E, vy E,
pueden ser positivos o negativos, dependiendo de la magnitud relativa de los pardmetros
constitutivos de los dos medios.
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Para determinar las dos magnitudes desconocidas E,, y E,, se reguieren dos ecu
ciones, proporcionadas por las condiciones en la frontera y que deben ser satisfechs
por los campos eléctrico y magnético. Las componentes tangenciales (componentes en
x) de las intensidades de campo eléctrico y magnético deben ser continuas en la super
ficie de separacién z = 0 del dieléctrico. Tenemos
E‘(O) + E,(O) == E;{O] 0 EI‘O + E,.D = EI‘O (7“9&]
¥
L o E.
H{0)+H,0=H(® o —(Ejg—Ejg) = —. {(7-91)
3] 4P
Al resolver las ecuaciones (7-90) y (7-91) se obtiene
Ha— M
Eqy= Eip. 7-92
Tt ° G
21,
= Ey. 5
A i0 (7-93)
Las razones E/E, v E/E, se denominan ceeficiente de reflexion y coeficiente de
Suehclanios ge transmisidn, respectivamente. En términos de las impedancias intrinsecas son
reflexién y de
tranamlsidn

Ralacion entre los
coaficientes de
reflexiin y de
trangmiglén para la
incidencla normal

Onda incidenta mAs
onda reflelada —
onda estaclonaria

Eo na-m . ;
=_——=—— (Incidencia normal) 7.54
Eqo n2tm (7-34)
b
Eo 211, ; ;
=_—_—= {Incidencia normal) 7.95
Eg nmtn (7-93)

Las definiciones de I" ¥ 7 que aparecen en las ecuaciones (7-94) y {7-95) sen
aplicables incluso si los medios son disipativos, es decir, incluso cuando n, ¥/o n, sean
complejos. Por consiguiente, I' v T pueden ser complejos en el caso general. Los coe-
ficientes de reflexidon y transmision estdn relacionados por la siguiente ecuacion;

1+ =1 (Incidencia normal ) (7-96)

El campo total en el medio 1 (E,, H,} es la suma de los campos incidentes y re-
flejados. A partir de las ecuaciones (7-84) y (7-86) tenemos

E,(2) = a,Ege#15(1 + [ed2P2), (7-97)

que es una funcién de z. |E,{z)] tendra valores mdximo y minimo en las posiciones donde
el factor (1 + T'e’/22) sea maxime y minimo, respectivamente. (La magnitud de e
es la unidad.) De hecho, se tiene una onda estacionaria en el medio 1,



Razén de onda
estaclonaria

Determinacién de la
magnitud del
coeficiente de
reflexlén a partir de
larazén de onda
estacionaria

Intervalo de valores

ge |[T'|:0a+1

Intervalo de valores
deSi1awx

m EJERCICIO 7.10
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La retacion entre el valor maximo y el valor minimo de la intensidad de campo
eléctrico de una onda estacionaria se denomina razdn de onda estacionaria (SWR,
Standing-Wave Ratio), S.

1E | s 14| T 3
e Sin dimensiones). :
Bl 1= ) G
Una relacién inversa de la ecuacién (7-98) es
§5—1 e . :
ir = ST (Sin dimensiones). (7-99)

Aunque ¢ valor de " varia entre —1 y +1, el valor de § puede ir de 1 a », Lo m4s usual
es expresar § en una escala logaritmica. La razon de onda cstacionaria en decibeles es
de 20 log,, S. De esta manera, § = 2 corresponde a una razén de onda estacionaria de
20logp2=602(dB)y I =2 -1¥2 + 1) = -; Una razdn de onda estacionaria
de 2 (dB) es equivalente a § = 1.26 y {['| = 0.115.

a) Convierta I' = 0.20 en § en (dB).
b) Convierta § =3 (dB) en ¢! coeficiente de reflexion |IT.

RESPUESTA : {a) 3.52 (dB), (b) 0.17.

La intensidad de campo magnético en e medio | se obtiene considerando las ecua-
ciones (7-85) y (7-87) para H{z) y H,(z), respectivamente;

E; : :
H,(z) = ay_") (¢~ i: etz
"

— 0, 50 goiniay ity iRl
h
Hay que comparar esto con E,(z) en la ecuacion (7-97). T es real en un medie no
distpativo; |H,(z)| serd un minimo en las posiciones donde |E,(z}| sea un méximo, y
viceversa.
(E, H) constituye la onda transmitida que se propaga en la direccién +z en ¢l me-
dio 2. A partir de las ecuaciones (7-88) y (7-93) tenemos

E{z) = a,TE,;e #2, (7-101)
Ademas, de la ecuacién (7-89) obtenemos
L —iflzz
H,(z} = a},n— E;qe 1125, (7-102)
2
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EJEmpPLO T7-7

Una onda plana uniforme en un medio sin pérdidas con impedancia intrinseca #, in-
cide normalmente sobre otro medio sin pérdidas con impedancia intrinseca n,, a tra-
vés de una supetficie de separacién plana.

a) Obtenga la expresién de las densidades de potencia media temporal en ambos
medios.
b) Encuentre la razén de onda estacionaria en el medio 1 si 4, = 27,.
SOLUCION
a) La ecuacién (7-79) nos proporciona la férmula para calcular la densidad de
potencia media temporal o el vector de Poynting medio temporal:
P, = 1R(E x HY). (7-103}
Usamos las ecuaciones (7-97) y (7-100) para el medio i:
E%L ” o fbd
By = 25, Rl +Te (1 —Te /20
1
EI?D 2 2 -j2
=a,—> Re[(1 —T?)+ (/22— 72017
2n,
EJZO Z .
= a,TQe[(l —TI%) + j2I' sen 28,z]
1
=a Ey (1-T%  (W/m?
"2, ' (7-104)
donde I' es un mimero real porque los dos medios no tienen pérdidas.
En el medio 2 usamos las ecuaciones (7-101) y (7-102) para obtener
El'zo 2 2
(Podz = 2,57 {W/m*?). (7-105)
2n,
Como estamos tratando con medios sin pérdidas, el flujo de potencia en el
medio | debe ser igual al del medio 2; es decir,
(#h = ()2, (7-106)
0
t—ri=lig (7-107)
U
Es facil comprobar que la ecuacion (7-107) es correcta, usando las ecuaciones
(7-94) y (7-95).
b) Sin=2n,

H:—M =1
o+ 3
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Entonces, a partir de la ecuacién (7-98),

b3
T1=13

Expresado en decibeles, § = 20 log,, 2 = 6.02 (dB).

1

8 EJERCICIO 7.11 Dado un campo E(z, 1) = a,24 cos (10% — gz} (V/m) en ¢l aire, que incide normalmente sobre

un medio sin pérdidas con €,; = 2.25, g, = ) en laregidn z = @, calcule (a) 8, T, §, 7; (b)
E,(z. #); (€} Ex{z, 1); (d) Hy(z, 1); ¥ () (£,),

RESPUESTA : (a) 1/3 (rad!m) ~0.2, 1.5, 0.8; (b) —a,4.8 cos (10% + z/3) (V/m); (c) a,19.2
cos (10 f—zf2] (V/m); {(d) -a,0.0764 cos (IO f—z/2) (A/m); (e) 0.733 (Wa’mz)

7-6.1 INCIDENCIA NORMAL SOBRE UN BUEN CONDUCTOR

Velores del’ vyt
parala Incidencia
normal zobre una
fromtera conductora
plana: T, = -1,t =10

Nuestro analisis de la incidencia normal de ondas planas sobre fronteras planas se ha
limitado hasta ahora a medios sin pérdidas. En la practica es comtin encontrar situa-
ciones donde uno de los medios es un buen conductor, of/we = 1. Como ejemplos estan
los reftectores metélicos y las guias de ondas. En cstos casos generalmente podemos
usar la aproximacion de conductor perfecto (o — ) y obtener buenos resultados. Esta
aproximacion simplifica todas nuestras formulas.

Considere ¢l fasor vectorial de campo incidente dado por las ecuaciones
(7-84) y (7-85):

E(2) = a,Ee /7, (7-84)(7-108)
EiO - iz
Hiz) = a, A (7-85)(7-109)
1

Esta onda incide sobre una frontera plana perfectamente conductora en z = 0. Si sus-
titeimos ¢ por oo en la ecuacion (7-53) tenemos n, = 0., Esto era de esperarse y la fron-
tera conductora achia como un cortocircuito. A partir de las ecuaciones (7-94) y (7-93)
podemos ver que I' = -1 y 7= 0. Por consiguiente, E,, = TE,, = -E,, v Ey= 1E,

= 0. La onda incidente es totalmente reflejada, con una inversion de fase, y no se trans-
mite potencia a través de una frontera perfectamente conductora. Tenemos

E(z) = —a Ee7, (7-110)
E, (z E

H/(z) = — Ll a,—2 gz, (7-111)
m '?1

E (2) = E(z)+E, {z) = a_E ol #17 — ¢itz)

-112
= —a j2E,sen f,z2, @ )
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Los campos totales,
EyH, exhiben
ondas estacionarias
para la incidencia
normal sobre una
frontera conductora
plana.

EJEMPLO 7-8

H,(z) = Hi(z2)+ H,(z) = a,,E (e #15 g%y
1

= a,,2ﬁ cos fi,z. (7-113)
Hi

Las ecuaciones (7-112) y (7-113) muestran que E,(z) ¥y H,(z) estdn en cuadratura tem-

poral (E, est retrasado 90° con respecto a H, debido al factor ). Ambas expresic-

nes representan ondas estacionarias y, teniendo en cuenta la ecuacion (7-79), llegamos

a la conclusion de gque ne hay potencia media asociada con la onda electromagnética
total en el medio 1.

Para examinar ¢l comportamiento espacio—temporal del campo total en ¢l medio

1, escribimos primero las expresiones instantdneas correspondientes a los fasores de

intensidad de campo eléctrico y magnético, que obtuvimos en las ecuaciones (7-112)

y (7-113):
E,(z,t) = Re[E(2)e/] = a,2E;5 sen f#,z sen wt, (7-114)

E,
H,(z, t) = R[H,(2)e’*] = ayZn—‘o cos f,z cos wt. (7-115)
1

E(z, 1)y H,(z, ¢) poseen ceros y maximos a distancias fijas dc la frontera conducto-
ra, para todo ¢ Para un ¢ determinado, tanto E, como H, varian senoidalmente con la
distancia medida desde el plano frontera (z es negativa en el medio 1). En la figura
7-9 se muestran las ondas estacionarias de E, = a_E, y H, = a H, para varios valores
de ¢, Podemos ver que E, se anula en la superficie infinitamente conductora; asi mismo,
es cero en los puntos que son mitltiplos de 4,/2 desde {a frontera. La onda estacionaria
de H, est4 desplazada un cuarto de longitud de onda (4,/4) con respecto a la de E,.

Una onda plana uniforme con polarizacion y (E;, H,), cuya frecuencia es de 100 (MHz),
se propaga en el aire en direccién + x ¢ incide normalmente sobre un plano perfecta-
mente conductor en x = 0. Suponiendo que la amplitud de E, es 6 (mV/m}, escriba las
expresiones fasoriales ¢ instantaneas de

a) E, y H, de la onda incidente,
b) E,y H, de la onda reflejada, y
¢) E,y H, de la onda total en el aire.

SOLUCION

A la frecuencia de 100 (MHz),
w=2nf=2nx10" (rad/s},

w 2rx10° 2=

=<  (rad/m)

fr=hko= =500 =3
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ot =37/2
ot =m/2 ot =5m/4
wt = T4 3n/d ot =0
FHy 5 pord
o
= i S
A 3 Sads e
(a) E, en funcién de z.
ot =/2 ot =0
ot =3nw/4 ot =mwl4
Wt =T
e @\
S 41\ a
(b) H, en funci6n de z.

z=0

FIGURA 7-9  Ondas estacionarias de E, = a, E, y H, = a H, para distintos valores de of.

== [R=120 (@
€g

a) Para la onda incidente (una onda viajera):

i) Expresiones fasoriales:

E(x)=a,6x10 % 23  (V/m),
-4

1 10
& =g — g d2nxi3
H,(x) ma, x Ei(x)=a, 21 e (A/m).

ii) Expresiones instantaneas:
E(x, 1) = Re[Ei(x)e’]

= 8,6x lO"oos(hx 108t — z?nx) (V/m),
-4

10 2n
H;(x,t) = a, -i?t—cos (2:! x 10% — W x) (A/m).
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b} Para la onda reflefada (una onda vigjera):
i} Expresiones fasoriales;

E,(x) = —a,6x [0~ ¢/ 213 (V/m),
! 107%  aeers
H(x)=—(-a) x E(x) =a,—— &/*™ (A/m}.
m 2n
ii) Expresiones instantaneas:

E.(x,1) = Re[E, (x)e’']

2
= —a,6x 107 cos (2:: x 10% + —;x) (V/m),

-4

10 2
H,(x,t)=a, 55 €08 (21: x 10% + ?R x) (A/m).
s

¢)  Para la onda totad (una onda estacionaria);

i) Expresiones fasoriales:

E,(x) = E(x)+E{x) = —a,j12x 107 ?sen (?-;- x) (V/m),

-4

H,(x) = H;(x)+H,(x) = a, l

cos (%E x) {A/m).
ii}y Expresiones instantineas:
E (x,t) = #<[E (x)e’"]

=a,12x 107 % sen (2; x) sen (2rx 10%)  (V/m),

-4

Hix,0)= a,% cos (23—R x) cos (2r x 10%1) (A/m).

B EJERCICIO 7.12 Encuentre las posiciones de |E|| ;¥ [&) ] €0 el problema del ejemplo 7-8.
RESPUESTA ; |E |, enx=—2n+ 1)3/4 (m), |H | nenx=-302(m),n=0,1,2, .,

PREGUNTAS DE REPASO
P.7-22 Defina el coeficiente de reflexion y el coeficiente de transmision. ;Cuil es la rela-
¢idn entre ambos para la incidencia normal?

P.7-23 ;Cudles son los valores de los coeficientes de reflexion y transmisién en una superficie
de separacion con una frontera perfectamente conductora?

P.7-24 ;Qué es una onda estacionaria?
P.7-25 Defina la razon de onda estacionaria. jCudl es su relacion con el coeficiente de reflexion?

P.7-26 ;Cual es la razon de onda estacionaria de la combinacion de ondas incidente y re-
ficiada e¢n una frontera perfectamente conductora para incidencia normal?



7-7 INCIDENCIA OBLICUA DE ONDAS PLANAS SOBRE,.. 313

COMENTARIOS

L. T'y 7son reales en medios sin pérdidas. I puede ser positivo o negativo, pero T
no puede ser negativo.

2. TI'y Tson complejos en medios con pérdidas, lo que implica la introduccion de
un cambio de fase en la superficie de separacion en la reflexion y transmision.

3. Una onda estacionaria es el resultado de la superposicion de una onda incidente
¥ una onda reflejada.

4. Ty Snotienen dimensiones: 0 < T =1yl<S=oc.

5. Sin<n (I <0),existe una|E,] minimaen la superficie de separacién; cuando
1, > my (I > 0), existe una | E|| maxima en la superficie de separacion.

7-7 INCIDENCIA OBLICUA DE ONDAS PLANAS SOBRE PLANOS DE DISCONTINUIDAD —

Plano de incldencia

Todos los Angulos
s¢ miden relativos a
la normal a la
frantera.

Ley de Snell de |a
reflexién

Ahora consideraremos ¢l caso mas general de una onda plana uniforme que incide obli-
cuamente sobre una frontera plana. Remitase a la figura 7-10, donde el plano z = 0t
es la superficie de separacién entre el medio 1 (¢, i) y €l medio 2 (e, u,). El plano
que contiene la normal a la superficie de la frontera y el vector de niimero de onda a,
se denomina plane de incidencia. Estin en juego tres dngulos: el dngulo de incidencia
8, el dngulo de reflexion 6, y el dngulo de refraccion (o dngulo de transmision) 6,
que representan respectivamente los dngulos que forman las ondas incidente, reflejada
y transmitida con la normal a la frontera. Las lineas 40, 0’4’y O'B son las intersec-
ciones de los frentes de onda (superficies de fase constante) de las ondas incidente,
reflejada y transmitida, respectivamente, con el plano de incidencia. Puesto que las ondas
incidente y reflejada se propagan con la misma velocidad de fase 4, en el medio 1,
las distancias OA'y A0’ deben ser iguales. Asi,

OO0'sen §,= O sen 8,

8, =0, (7-116)

La ecuacion (7-116) nos asegura que el dngulo de reflexion es igual al dngulo de in-
cidencia, que cs la ley de Snell de la reflexion.

T No se pierde generalidad, ya que siempre es posible asignar el sistema de coordenadas de manera que ci eje
z sea perpendicular al plano frontera.
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Onda
incidente

Medio 1
{S]! .u'l)

z=0

FIGURA 7-10 Onda plana uniforme que incide oblicuamente sobre una frontera dieléctrica
plana.

Ley de Snell de la
refraccion

indice de refraccién
en un medio

El tiempo necesario para que la onda transmitida se propague de O a B en el medio
2 es igual al tiempo que requiere la onda incidente para propagarse de 4 a O’

Tenemos
o5 _ 40
Moy Mgt

@_E’senﬂ,_m
A0’ W'senﬂ,- Upy

de donde obtenemos

sen 6, u,, B, e i
sen 6; Upy ﬁz n, ;

(7-117)

donde 7, y n, son los indices de refraccion de los medios 1 y 2, respectivamente. El
indice de refraccién de un medio es la razén de la velocidad de la luz (onda elec-
tromagnética) en el espacio libre a la velocidad en el medio; es decir, n = c/u,. La

relacién de la ecuacion (7-117) se conoce como ley de Snell de la refraccion.
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Ley de Snell de la
refraccion para

H = iy

.Si los medios tienen la misma permeabilidad, p, = p,, la ecuacion (7-117) se
convierte en

send, n. ny _ e, _ fe,
senf, n, 1, Ve Ve, (#1 = pa) 18

donde 5, ¥ n, son las impedancias intrinsecas del medio.
Observe que obtuvimaos la tey de Snell de la reflexién y la ley de Snell de la
refraccion a partir de las trayectorias de los haces de las ondas incidente, reflejada

y refractada. No se ha mencionado para nada la polarizacion de las ondas. Por con-
siguiente, las leyes de Sneli son independientes de la polarizacidn de las ondas.

7-7.1 REFLEXION TOTAL

Fenémeno de la
reflexidn total
cuando e, < &,

Angulo critico

Férmula del angulo
critico

Examinemos ahora la ley de Snell de la ecuacidn (7-118) para el caso €, > g, 0 sea,
cuando la onda en el medie 1 incide sobre un medio 2 menos denso. En esta situacion,
8,> 6. Como 8, aumenta con 8, surge una situacion interesante si 6, = /2, angule para
cl cual la onda refractada se deslizara sobre la superficie de discontinuidad; un incre-
mento adicienal en 6, dard lugar a la ausencia de onda refractada y se dice entonces
gue la onda incidente es totalmente reflejada. El angulo de incidencia 8, (que corres-
ponde al umbral de la reflexion total 8, = 7/2) se denomina dngulo critico. Si asig-
namos 8, = 7/2 en la ecuacion (7-118}, tenemos

€
sen Gtz\/;, (7-119)
€y

- e _,fn
g, = sen™? é = gen™! (n_z) (= ). (7-120)
1

Esta situacion se ilustra en la figura 7-11, donde a, a,, y a,, son los vectores unita-
rios que denotan la direecion de propagacion de las ondas incidente, reflejada y trans-
mitida, respectivamente,

(Qué sucede desde el punto de vista matemdtico si 8 ¢s mayor que el angulo
critico 6, (sen 8, > sen 8, = _fe, /€,) A partir de la ecuacion (7-118) tenemos

senf, = \/:;sen 8 > 1, (7-121)
2

lo cnal no corresponde a una selucion real para 8. Aunque sen 6, es real en la ecua-
cion (7-121), cos 8 es imaginario cuando sen 6, > 1:

cos 6, = /l1—sen?f, = +j ,‘?senzﬂi—l. (7-122)
2
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A 4

a
Onda % “
reflejada

Onda
incidente f a;

Medio 1
(€ 1)

z2=0

FIGURA 7-11 Onda plana que incide con un angulo critico, €, > €,.

En el medio 2, el vector unitario a,, en la direccion de propagacion de una onda
transmitida (refractada) genérica, como se ilustra en la figura 7-10, es

a, = a,sen B, +a, cos 0, (7-123)
Tanto E, como H, varian espacialmente de acuerdo con el siguiente factor:
e"'J‘Bz'ir'n = c_jg!(xsme!+zc°!af]‘ (7'124)

(donde R es un vector de posicion como en la ecuacién 7-22). Al usar las ecuaciones
(7-118) y (7-119) para 6, > 6, la expresion de la ecuacion (7-124) se convierte en

g s (7-125)
donde

o, = B /(€1 /€;)sen? 6,— 1 (7-125a)
y

Bax = Ba/€1/€; sen 6. (7-125b)

Hemos abandonado el signo superior de la ecuacién (7-122) porque generaria el re-
sultado imposible de un campo creciente al aumentar z. A partir de la ecuacién (7-125)
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Ondas
evanesceantes y
suparficiales

EJEMPLO 7-9

podemos llegar a la conclusién de que si 8, > 8, existe una onda evanescente a lo largo
de la superficie de discontinuidad {en direccion x), que se ateniia exponencialmente {con
rapidez) en el medio 2, en la direccion normal {direccion z). Esta onda esta fuertemente
ligada a la superficie de discontinuidad y se denomina onda superficiaf, se ilustra en
la figura 7-11. Se trata de una onda plana no uniforme y no se transmite potencia al
medio 2 en estas condiciones (véase el Prob. P.7-27).

La permitividad del agua a frecuencias dpticas es 1.75¢, Se sabe que una fuente de
luz isétropa a una distancia & bajo el agua produce un irea circular iluminada de radio
5 (m). Determine 4.

SOLUCION

El indice de refraccién del agua es #,, =+/1.75 = 1.32. Remitase a la figura 7-12.
El radio del 4rea iluminada, O'P = 5 (m), corresponde al dngulo critico

l 1
f, =sen! (n_) = sen” ! (m) =49.2°

Por lo tanto,

0P 5
" tanf, tan 49.2°

=432  (m).

Como puede verse en la figura 7-12, un rayo que incide con 8 = 8. en P produce un rayo
reflejado y un rayo refractado tangencial. Una parte de las ondas incidentes con 8, < 6,
se refleia de nuevo en el agua y otra parte se refracta en el aire; las ondas para las cuales
8 > 8., son totalmente reflejadas (no se muestran las ondas superficiales evanescentes).

FIGURA 7-12 Fuente luminosa subacudtica (ejemple 7-9}.

Alre '5 (M)

h.-bc

¢
Agua Fuente de luz
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EJEMPLO 7-10

Constante
dieléctrica minima
para la fibra éptica

Se puede usar una varilla dieléctrica o fibra de material transparente para guiar la luz
o una onda electromagnética en condiciones de reflexion interna total. Determine la
minima constante dieléctrica del medio que sirve de guia para que una onda que in-
cida con cualquier angulo sobre un extremo quede confinada dentro de la varilla hasta
que salga por el extremo opuesto.

SOLUCION

Remitase a la figura 7-13. Para que haya reflexion interna total, 8, debe ser mayor o
igual que 6, para el medio dieléctrico que sirve de guia; es decir,

sen @, >sen 6,. (7-126)
Como 6, = w2 — 6, la ecuacion (7-126) se convierte en
cos 0, > sen 0. (7-127)

A partir de la ley de Snell de la refraccién (Ec. 7-118), tenemos

1
senfl, = ——sen 0,. (7-128)
€1

(Observe que los papeles de € y €, en la figura 7-13 estdn intercambiados con respecto
a la figura 7-10.) Al sustituir la ecuacién (7-128) en la ecuacion (7-127) y usando la
ecuacion (7-119) se obtiene

1 fo l
#1--—5en28izsen9c=\/:= %
€9 61 ~ €,

para lo cual se requiere

€, = 1 +sen’ 0. (7-129)

Puesto que el mayor valor del lado derecho de la ecuacion (7-129) se alcanza cuan-

do 6, = m/2, es necesario que la constante dieléctrica del medio que sirve de guia sea
al menos 2, que corresponde a un indice de refraccion n, =2 . El vidrio y el cuarzo
satisfacen este requisito.

FIGURA 7-13 Varilla dieléctrica o fibra que guia una onda electromagnética por reflexion
interna total,
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W EJERCICIO 7.13 Una onda plana uniforme de 30 (MHz) emerge de un medio dieléctrico sin pérdidas (€ = 2.25¢,,
u = p) al aire a través de una superficic de separacidn plana en z = 0. El dngulo de inci-
dencia es de 30°, Calcule el dngulo de refraccitn vy las constantes de fase tanto en el medio
dieléctrico como en el aire.

RESPUESTA : 48.6°, 0.94 (rad/m), 0.63 (rad/m).

B EJERCICIO 7.14 Encuenire el angulo critico del ejercicio 7.13. Determine las constantes de atenuacidn y fase
en el airc si ¢l 4ngulo de incidencia es 60°.

RESPUESTA ; 41.8%, 0,52 (Np/m), 0.82 (rad/m}.

PREGUNTAS DE REPASO
P.7-27 Defina ¢l planc de incidencia.
P.7-28 Enuncic con palabras la ley de Snell de fa reflexion.

P.7-29 Enuncie la ley de Snell de {a refraccidn en términos de los indices dc refraccion
de los medios y en términos de las impedancias intrinsecas de dos medios contiguos no
magnéticos.

P.7-30 Defina el dngulo critico, ;Qué significa la reflexion total?

P.7-31 Defina la onda superficial.

COMENTARIOS

1. Las leyes de Snell son independientes de la polarizacion.

2, Las leyes de Snell son independientes de la frecuencia de la onda si los parame-
tros constitutivos del medio son independientes de la frecuencia.

3. Todos los angulos de tas leyes de Snell se miden a partir de la normal a la super-
ficie de separacion.

4. Lareflexion total solo es posible si €, < €.

5. No se transmite potencia a través de fa superficie de discontinuidad cuando &, 8...

7-7.2 LA IONOSFERA

En la atmdsfera superior de la Tierra, aproximadamente entre los 50 y 500 (km) de
altitud, hay capas de gases ionizados conocidas como la ionoesfera. La ionosfera consis-
te en electrones libres e iones positivos que se producen cuando los dtomos y [as mo-

Composiciéndela  y<.1ag de la atmdsfera superior absorben la radiacion ultravioleta del Sol. Las particulas

presters cargadas tienden a ser atrapadas por el campo magnético de la Tierra. La altitud y ¢l ca-
racter de las capas ionizadas dependen de la naturaleza de la radiacion solar y de la
composicién de la atmdsfera. Cambian de manera muy complicada de acuerdo con el
ciclo de las manchas solares, la época del afio y la hora del dia. Las densidades de iones
y clectrones en las capas icnizadas son practicamente iguales. Los gases ienizados con
Plasmas

densidades iguales de iones y electrones se llaman plasmas.
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Parmitividad
efectiva del plasma

Férmula de la
fracuencia del
plasma

La ionosfera juega un papel muy importante en la propagacion de las ondas elec-
tromagnéticas y afecta las telecomunicaciones. Como los electrones son muchoe mis li-
geros que los iones positivos, estdn més acelerados por los campos eléctricos de las
ondas electromagnéticas que pasan por {a ionosfera. Los andlisis efectuados muestran
que se puede estudiar el efecto de la ionosfera o el plasma en la propagacion de las
ondas considerando una permitividad efectiva €,

y
j 20k
€, =€l 1 ~—=%
P wZ

2 (7-130)
= Go( = —Jf:‘%) (F/m),

donde w, es la frecuencia angular del plasma y

{Ne?
wp=2ﬂ.'fp= m—Eo (7-131)

En la ecuacion (7-131), N es el niimero de electrones por unidad de volumen y e y m
son, respectivamente, la carga y la masa electronica.
La constante de propagacién se obtiene de las ecuaciones (7-42) y (7-130);

y=a+jf=jo/pue, [1— (“ff)z. (7-132)

y se vuelve real cuando f< f,, lo que indica una atenuacién sin propagacion. Por
otra parte, si f > f,, y es imaginaria y las ondas electromagnéticas se propagaran sin
atenuacién por la ionosfera (suponiendo pérdidas insignificantes por colisiones).

Si sustituimos los valores de e, m y g en la ecuacion (7-131), llegamos a una for-
mula muy sencilla para determinar la frecuencia (de corte) del plasma:

f,=9/N  (H2) (7-133)
Como mencionamos antes, N no es constante para una determinada altitud; varia de
acuerdo con la hora del dia, la temporada y otros factores. La densidad de electrones
en la ionosfera varia desde 10'%m? en la capa mas baja hasta 10'%/m? en la mas alta,
Empleando estos valores de A en la ecuacién (7-133) se encuentra que f, varia de 0.9
a 9 (MHz). Por lo tanto, hay que usar frecuencias muy superiores a 9 (MHz) para
comunicarse ¢on un satélite o con una estacion espacial mas alia de la ionosfera, pa-
ra asegurar que la onda atraviese la capa con el mayor valor de N para cualquier n-
gulo de incidencia. Las sefiales con frecuencias inferiores a 0.9 {MHz) no pueden
penetrar ni siquiera en la capa mas baja de la ionosfera, pero pueden propagarse a
grandes distancias alrededor de la Tierra debido a las reflexiones multiples entre la
frontera de la ionosfera y la superficie de la Tierra. Las sefiales con frecuencias entre
0.9 y 9 (MHz) penetraran parcialmente en las capas inferiores de la ionosfera, pero serin
refiejadas cuando N sea muy grande.
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EJEmPLO 7-11

Cuando una nave espacial reingresa en la atmosfera de la Tierra, su velocidad y tem-
peratura ionizan los 4tomos y las moléculas circundantes y crean un plasma. Se ha
estimado que la densidad de electrones es de unos 2 x 108 por (cm?). Analice el efecto
del plasma en las frecuencias que se pueden usar para la comunicacién por radio entre
la nave espacial y los controladores de la misién en la Tierra.

SOLUCION
Para
N =2 x 16 por {cm?)
=2 x 10" por (m?),

la ecuacion (7-133) nos daf,=9 X2 X101 =12.7 x 107 (Hz) o 127 (MHz). Por lo
tanto, no es posible establecer la comunicacion por radio a frecuencias inferiores a 127
{MHz).

PREGUNTAS DE REPASO

P.7-32 ;Cudl es la composicién de la ionosfera?

P.7-33 ;Cual cs la importancia de la frecuencia del plasma?

Ya antes sefialamos que las leyes de Snell v, por consiguiente, el angulo critico
de la reflexion total son independientes de la polarizacion del campo eléctrico incidente.
Sin embargo, las férmulas de los coeficientes de reflexion y transmisién dependen de
la polarizacién. En las dos subsecciones siguientes analizaremos de forma separada el
comportamiento de la polarizacion perpendicular y de la polarizacién paralela.

7-7.3 POLARIZACION PERPENDICULAR

Significado de la
polarizacién
perpendlcular

En el caso de incidencia oblicua con polarizacién perpendicular, E, es perpendicular
al plano de incidencia, como se muestra en la figura 7-14. Al observar que

a,; = a,sen §,+a_ cos 6, (7-134)

tenemos, a partir de las ecuaciones (7-23) y (7-25),

Ejlx.z).= 0, F g ihilsseabracest) (7-135)
E. .
Hix,z) = 'f_lo {—a, cos &.+a, sen §,)e A iixsent +2c0s8) (7-136)
1

donde se ha usado g, en lugar de &, en un medio sin pérdidas.
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Medio 1
(€} F’l)

z2=0

FIGURA 7-14 Onda plana que incide oblicuamente sobre una frontera dieléctrica plana (polari-
zacion perpendicular).

Para la onda reflejada,

a, =a,senf,—a, cos 6,

Los campos eléctrico y magnético reflejados son

E,(x,z) =a,E, e

H,(

— jB(xsent, —zcosf,)

E :
x,2) = —2 (a, cos 0,+a, sen 0,)e ~/Filxsend, —zcosf),
LAY

Para la onda transmitida,

a,, = a,sen 6, +a, cos 0,

tenemos

E (x,2z) =a,E, e

H,(

— jBa(xsenfl, +zcos @)

E ¥
x,z) = -ni’ (—a, cos 6, +a, sen @,)e /Paxsenb,+zcostl)
2

(7-137)

(7-138)

(7-139)

(7-140)

(7-141)

(7-142)

En las ecuaciones anteriores hay cuatro incégnitas: E,q, E,, 6,y 6,. Su deter-
minaci6n es posible a partir de los requisitos de que las componentes tangenciales de
E y H sean continuas en la frontera z = 0.
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Coeficiente de
reflexion para la
polarizacion
perpendicular

Coeficiente de
transmisién para la
polarizacién
perpendicular

Relacién entre los
coeficientes de
reflexion y de
transmision para la
polarizacion
perpendicular

De E, (x,0) + E, (x, 0) = E,(x,0) tenemos

El_ae—jﬂ,xsenﬂ. + Erue—jﬁ,xsenﬂ, — Eme-jﬁ,xscnﬂ._ (7_]43)
En forma similar, de H, (x, 0) + H,, (x, 0) = H,_ (x, 0) tenemos
L{_Ew cos Sie—jﬂlxsenﬂf+ Ero cos gre—jﬁ,xscnﬂ,)
M
= — Ew cos 0,eiPrxsend, (7-149)

M2

Puesto que es necesario satisfacer las ecuaciones (7-143) y (7-144) para todo x, los
tres factores exponenciales que son funciones de x deben ser iguales (“igualdad de fa-
se”). Por lo tanto,

pix sen 6,= B, x sen B, = B,x sen 6,

lo cual nos lleva a la ley de Snell de la reflexion (6, = 6,) y a la ley de Snell de la
refraccion (sen 6,/sen 6, = B,/B, = n,/n,). Con esto podemos escribir las ecuaciones
(7-143) y (7-144) de una forma mucho mas sencilla:

Eio+ E,o = E (7-145)

E
]_{EI'O_ErD) cos 0; = —2 cos 6,
M h

(7-146)

a partir de las cuales podemos hallar E, y E,, en términos de E,. Los coeficientes de
reflexion y transmision son

E., nycosf,—n,cosb,
= — 2 T
e Eo, nycosb; + n,cosb, (7-147)
y
Ey 25, cos 6,
_——_——= f i ;
g E,, nycosf;+n,cosb, (7-148)

Si 6, =0, con lo cual 6, = 6, = 0, estas expresiones se reducen a las correspondien-
tes para la incidencia normal (Ecs. (7-94) y (7-95)), como deberia de ser. Asi mismo,
I'. y 7. estdn relacionados de la siguiente manera:

14+, =1, (7-149)

que es similar a la ecuacion (7-96) para la incidencia normal.

¥ Estas ecuaciones se conocen también como ecuaciones de Fresnel.
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EJEMPLO 7-12

Si el medio 2 es un conductor perfecto, n, = 0. tenemos I', = -1 (E, = —Ey)

y 7, = 0 (E,=0). El campo E tangencial sobre la superficie del conductor se anula
y no se transmite energia a través de una frontera perfectamente conductora.

La expresién instantdnea del campo eléctrico de una onda plana uniforme en el aire es

Ei(x, z;t) = 2,10 cos (wt +3x—4z) (V/m).

La onda incide sobre una frontera plana perfectamente conductora en z = 0.

a)

b)
<)

Calcule la constante de fase B,, la frecuencia angular @ y el angulo de inciden-
cia 6,

Determine E (x, z).

Analice el comportamiento de E,(x, z; f).

SOLUCION

a)

b)

<)

La expresion fasorial de E, es
E(x, z)=a,10e/x -/,

que representa una onda polarizada perpendicularmente que se propaga en las di-
recciones —x y +z. Basandonos en las ecuaciones (7-20) y (7-21) tenemos

k, = ak, =—a(8, sen 6) + a,(B, cos 6),

donde ya hemos hecho la observacion de que k; = B, en el medio sin pérdidas 1.
Entonces,

pysen 6,=3,y
By cos 6, =4,

de lo cual se obtiene

B =+3*+4? =5 (rad/m), y
6, =tan"! 3 =36.9°.

Asi mismo, 8, = o/lcy o= gic=5 x (3 x 10%) = 1.5 x 10° (rad/s).
Se sabe que para una superficie de discontinuidad perfectamente conductora,
r,=-LE,=-E;=-10,y
E(x, 2)=-a 10ei** 5%,
que se propaga en las direcciones —x y —z.
E,(x 2)= E(x 2) + Ex 2)
= a,10(e¥* — e/*%)e/3*

= —a,20j(sen 4z)e/*,
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que corresponde a la expresion instantinea
E\(x, z; 1) = a,20 (sen 4z) cos (1.5 x 10%¢ + 3x — m/2).

Por consiguiente, E|(x, z; 7) estd compuesto por una onda estacionaria en la di-
reccion —z y una onda viajera en la direccion —x. La onda estacionaria tiene un
valor de cero en4z =nmo z = nw4 (n=0, 1, 2, ...). La onda viajera es una onda
plana no uniforme, pues su amplitud no es constante en la direccion z.

7-7.4 POLARIZACION PARALELA

Cuando una enda plana uniforme con polarizacién paralela incide de manera oblicua

igni del , o : ;
:ﬁ:::::::n e sobre una frontera plana, E, esta en el plano de incidencia (H; es perpendicular al plano
paralela de incidencia), como se ilustra en la figura 7-15. Los fasores de intensidad de campo

eléctrico y magnético incidentes y reflejados en el medio 1 son:

E(x,2) = E;o(a, cos 0,—a_sen O,)e 11> senbitzcosd) (7-150)

FIGURA 7-15 Onda plana que incide oblicuamente sobre una frontera dieléctrica plana (polari-
zacion paralela).

a,

® E
Onda
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"

g
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Onda \{ Aay,
incidente L
H;

Medio 1
(€ 1)
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paralela
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E.
Hix,z)=a,—2e

i ; Jfiix sen B, + 7 cos ﬂ,-), (?-I 5 ])
1
E,(x.z) = E,q(a, cos 0, +a, sen f,)e H10x sen br =z cosdy) (7-152)
EY — jfi1x 5o ICos
H,,(X,Z]= _ay_ne Jfitxsen B,z -&r}‘ (7_]53]

m
Los fasores de intensidad de campo eléctrico y magnético transmitidos en el medio

2 son

E,(x,z) = E,ola, cos 6, —a, sen @ )e F2txwn bt zcosbl (7-154)

H (JC Z) —a E‘-‘_? e‘jﬂzlx sen 8 + z cos 8;)
| Saitie T S | -
Ha

L.os requisitos de continuidad de las componentes tangenciales de E y H en z = 0 nos

(7-155)

llevan de nuevo a las leyes de Snell de la reflexion y de la refraccion, asi como a las
dos ecuaciones siguientes:

(Eig+ E,o) cos 0, = E,q cos 0, (7-156)
1 1 .
— (Ejp— E,o) = — Es. (7-157)
1 x
Resolviendo para £, y £, ¢n términos de £, obtenemos
E, n,cost, — n,cos b, :
r” — _0 s 217:_ _rh_ ik (?_]Sg]r
Eo nycosf, + n cost,
X
E 2n,cos b,
=== 12 : (7-159)f
E;y, nycosl, + n,cost;
Ls facil verilicar que
cos @
1+ =1, — |- :
=Ty (cos 9.-) (7-160)

1.a ecuacion (7-160) difiere de la ecuacion (7-149) para la polarizacion perpendicu-
lar, excepto cuando 6, = 8, = 0, que es ¢l caso para la incidencia normal.

Si el medio 2 es un conductor perfecto (n, = 0), las ccuaciones (7-158) y (7-159)
se simplificana I =-1y 7,= 0, respectivamente, con lo que se anula la componente

' Estas ecuaciones se conocen también como ecunciones de Fresnel.
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tangencial del campo E total sobre la superficie del conductor, como era de esperarse.
Observe que las direcciones de referencia que se eligieron para E, y H, en las figuras
7-14 y 7-15 son todas arbitrarias. Las direcciones reales de E, y H, pueden o no ser
iguales a las que se muestran, dependiendo de si I', en la ecuacién (7-147) y I'enla
ecuacion (7-158) es positivo o negativo, respectivamente.

Si se representa graficamente |, |* y T, [* en funcién de 6, vemos que el primero
siempre es mayor que el segundo, excepto cuando 8, = 0, donde son iguales. Esto sig-
nifica que cuando una onda no polarizada incide sobre una superficie de separacion
dieléctrica plana, la onda reflejada tendra mayor potencia en la componente con po-
larizacion perpendicular que en aquella con polarizacion paralela. Una aplicacion co-
nocida de este hecho es el disefio de las gafas de sol Polaroid que reducen los reflejos
del sol. Gran parte de la luz solar que reciben los ojos ha sido reflejada en superficies
horizontales sobre la tierra. Como [[,|* > |T|?, la luz que llega a los ojos es predo-
minantemente perpendicular al plano de reflexién (el mismo que el plano de incidencia)

:;'::f;ﬁ Ie::g':f:: y por lo tanto el campo eléctrico es paralelo a la superficie terrestre. Las gafas de sol

de sol Polaroid para  Polaroid estan disefiadas para filtrar esta componente.
reducir los reflejos
solares

7-7.5 ANGULO DE BREWSTER DE NO REFLEXION

A partir de la expresion del coeficiente de reflexion (Ec. (7-158)) podemos observar
que el numerador es la diferencia de dos términos. Con esto surge la duda de si hay
una combinacion de 1y, n, y 6, que hace que I} = 0 y no haya reflexion. Si denotamos
este valor particular de 6, con 6, se tiene que satisfacer

N, cos 8, =1, cos By. (7-161)
Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion (7-161) y usando la ecuacion (7-117)
se obtiene

g = L= /)

Ll | — (n2B1/mB2)*
0
sen?f,, = M (7-162)
P I —(ei/fer)

El dngulo 6 se conoce como dngulo de Brewster de no reflexion para el caso de po- -

Angulo de Brewster 1,i,a0iGn paralela.

de no reflexion

|

m’ (y = p3). (7-163)

Férmula del angulo

sen Og =
de Brewster Bl
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Férmula alternativa
del angulo de
Brewster

Una forma alternativa de la ecuacion (7-163) es

n
Oy = lal‘l_l\/:{2 =tan"' (_E')- (11 = Ha).
€ My (7-164)

m EJERCICIO 7.15 Compruebe que las ecuaciones (7-163) y (7-164) son equivalentes.

EJEmMpPLO 7-13

Al llegar a este punto es probable que el lector se pregunte por qué no se examino
el angulo de Brewster de no reflexion para el caso de polarizacion perpendicular. Ma-
tematicamente podriamos hallar una formula para 8,  , el dngulo de incidencia 6, con
el cual se anularia I", . Si asignamos cero al numerador de la ecuacion (7-147), la
condiciéon

n, cos g, =n, cos 6, (7-165)
junto con la ley de Snell de la reflexion (Ec. (7-117)) produciria

1 —p€; /106,
1 —(py /1)?

Es evidente que 6, , no existe si y, = u,, como sucede usualmente para los medios donde

(7-166)

sen’ Oy, =

se propagan las ondas.

Debido a la diferencia en las formulas de los angulos de Brewster correspondientes
a las polarizaciones perpendicular y paralela, es posible separar estos dos tipos de po-
larizacion en una onda no polarizada. Cuando una onda no polarizada, como la luz
aleatoria, incide sobre una frontera con el angulo de Brewster 6j dado por la ecuacion
(7-164), solo se reflejara la componente con polarizacion perpendicular. Por lo tanto,
el angulo de Brewster también se conoce como dngulo de polarizacion. En este prin-
cipio se basa el uso de las ventanas de cuarzo montadas dormando el angulo de Brewster
en los extremos de un tubo laser para controlar la polarizacién del haz luminoso emitido.

Una onda electromagnética incide desde el aire sobre una superficie de agua, que tiene

una constante dieléctrica de 80.

a)  Determiné el angulo de Brewster para la polarizacion paralela, 6y, el angulo de trans-
mision correspondiente.

b) Sila onda tiene polarizacién perpendicular e incide desde el aire sobre la superficie de
agua con un angulo 6,= 6y, determine los coeficientes de reflexion y transmision.

SOLUCION

a) Elangulo de Brewster de no reflexién para la polarizacion paralela puede obtenerse
directamente de la ecuacion (7-163):
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1
V 1+ (/)

s | 1.0°

=5n " —=

J1+(1/80)

El angulo de transmision correspondiente es, a partir de la ecuacién (7-118),

en_l (&63”) = Sen_l (;)
Y €2 €2 +1

= sen ! (L) = 6.38°.
/81

b) Sila onda incide con polarizacién perpendicular, se usan las ecuaciones (7-147)
y (7-148) para determinar I', y 7, en 6, =81.0°y 8, = 6.38° (5, = 377 Q,
m = 377¢,Je,, =40.1 Q):

_40.1 cos 81°—377 cos 6.38°

~40.1 cos 81°+377 cos 6.38°

2% 377 xcos 81°
I —
7 40.1 cos 81° + 377 cos 6.38°

= =1
0y, = sen

6,

I, = —0.967,

= 0.033.

Observamos que se satisface la relacion entre I', y 7, expresada en la ecuacion
(7-149).

PREGUNTAS DE REPASO
P.7-34 Defina la polarizacién perpendicular y la polarizacién paralela para la incidencia
oblicua de ondas planas sobre una frontera plana.

P.7-35 ;En qué condiciones los coeficientes de reflexién y transmisién para la polarizacién
perpendicular seran iguales a los de la polarizacién paralela?

P.7-36 Defina el dngulo de Brewster. ;Cuando existe en la superficie de separacién de dos
medios no magnéticos?

P.7-37 ;Por qué el dngulo de Brewster también se conoce como dngulo de polarizacion?

COMENTARIOS

1. Los coeficientes de reflexion y transmision en una superficie de discontinuidad
dependen de la polarizacién de la onda incidente, de los pardmetros constituti-
vos de los medios y del angulo de incidencia.

2. A diferencia del angulo critico de reflexion total, que sélo existe cuando €, <€,
siempre existe el angulo de Brewster de no reflexion para polarizacion paralela
para dos medios no magnéticos, tanto si €, < €, como si €, > €,.
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RESUMEN

A grandes distancias de una fuente finita que irradia ondas electromagnéticas, una
pequefia porcion del frente de onda es casi un plano; por lo tanto, el estudio de las ondas
planas uniformes tiene especial importancia. En este capitulo

e examinamos el comportamiento de las ondas planas uniformes en medios con y sin
pérdidas;
» explicamos el efecto Doppler que se presenta cuando hay movimiento relat:vo entre

una fuente con dependencia arménica con el tiempo y un receptor;

* analizamos la polarizacién de las ondas planas y mostramos la relacion entre las ondas
de polarizacion lineal y circular;

* explicamos el significado de un nimero de onda complejo y una constante de pro-
pagacion compleja en un medio con pérdidas;

= estudiamos el efecto de penetracion en los conductores y obtuvimos la formula para
la profundidad de penetracion;

« presentamos el concepto de dispersion de la sefial y explicamos la diferencia entre
las velocidades de fase y de grupo;

 analizamos el flujo de potencia electromagnética y el teorema de Poynting;

* estudiamos la reflexion y la refraccion de ondas electromagnéticas en fronteras planas,
con incidencia tanto normal como oblicua;

» obtuvimos las leyes de Snell de la reflexion y de la refraccion;
» explicamos el efecto de la ionosfera en la propagacion de ondas, y

* cxaminamos las condiciones de reflexion total y de no reflexién.

PROBLEMAS

P.7-1 (a) Obtenga las ecuaciones de onda que rigen los campos E y H en un medio
conductor sin fuentes cuyos parametros constitutivos son €, gy o. (b) Obtenga las
ecuaciones de Helmholtz correspondientes para campos con dependencia armdnica con
el tiempo.

P.7-2 Se usa un radar Doppler de | (GHz) en tierra para determinar la posicion y ve-
locidad de un aeroplano que se aproxima. Suponga que la sefial reflejada por el aero-
plano a un angulo de elevacion de 15.5° presentd un retardo temporal de 0.3 (ms) y
un cambio en frecuencia de 2.64 (kHz); determine la distancia, altura y velocidad del
aeroplano.

P.7-3 Obtenga una formula general que exprese el fasor E(R) en términos del fasor
H(R) para una onda transversal electromagnética y la impedancia intrinseca del me-
dio, siendo R el vector de posicion.
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P.7-4 La expresion de la intensidad de campo magnético instantdneo de una onda plana
uniforme que se propaga por el aire en direccion +y esta dada por

H=a,4x10" cos (10’m—k0y + %) (A/m).
a) Determine k; y la posicién donde se anula A, en ¢ = 3 (ms).
b) Escriba la expresion de E instantaneo.

P.7-5 El campo E de una onda plana que se propaga en un medio dieléctrico esta dado por
E(t,z) = a,2 cos (108 — z;’\/i) —a, sen (10% —zf\/i} (V/m).

a) Determine la frecuencia y la longitud de onda de la onda.
b) ;Cuadl es la constante dieléctrica del medio?

¢) Describa la polarizacion de la onda.

d) Encuentre el campo H correspondiente.

P.7-6 Demuestre que una onda plana con la siguiente expresion del campo eléctrico
instantaneo

E(z,t) = a,E ,sen (wt—kz)+a,E,ysen (wt —kz+ 1)
tiene polarizacion eliptica.
P.7-7 Una onda plana uniforme de 3 (GHz), polarizada en y, se propaga en la direc-

¢ién +x en un medio no magnético con constante dieléctrica de 2.5 y tangente de pér-
didas de 0.05.

a) Determine la distancia a la cual se reducird a la mitad la amplitud de la onda viajera.

b) Determine la impedancia intrinseca, la longitud de onda, la velocidad de fase y
la velocidad de grupo de la onda en el medio.

¢) Suponiendo E = a,50 sen (67210% + 7/3) (V/m) en x = 0, escriba la expresion de
H instantaneo para todo ¢y x.

P.7-8 Determine y compare la impedancia intrinseca, la constante de atenuacion (tanto
en Np/m como en dB/m) y la profundidad de penetracion del cobre (g, = 5.80 x 107
(S/m)) y el bronce (g, = 1.59 x 107 (S/m)) a las siguientes frecuencias: (a) 1 (MHz)
y (b) 1 (GHz).

P.7-9 Si la profundidad de penetracion del grafito a 100 (MHz) es 0.16 (mm), determine
(a) la conductividad del grafito y (b) la distancia que se propaga una onda de 1 (GHz)
en el grafito antes de que su intensidad de campo se reduzca en 30 (dB).

P.7-10 Hay un continuo debate sobre los riesgos de la radiacion para la salud del ser
humano. Los calculos siguientes sirven para una comparacion a grandes rasgos.

a) En Estados Unidos la norma de seguridad personal para trabajo con equipos de
microondas es que la densidad de potencia sea inferior a 10 (mW/cm?). Calcu-
le la norma correspondiente en términos de la intensidad de campo eléctrico y en
términos de la intensidad de campo magnético.
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b) Se estima que la Tierra recibe energia radiante del Sol a razon de unos 1.3 (kW/
m?) en un dia soleado. Suponga que se trata de una onda monocromatica plana
(que no lo es) y calcule las amplitudes equivalentes de los vectores de intensi-
dad de campo eléctrico y magnético.
P.7-11 Demuestre que el vector de Poynting instantidneo de una onda plana con po-
larizacion circular que se propaga en un medio sin pérdidas es una constante indepen-
diente del tiempo y de la distancia.
P.7-12 Suponga que la intensidad de campo eléctrico de radiaciéon de un sistema de
antenas es
E=a,E;,+a,E,,
y determine la expresion de la intensidad del flujo de potencia media que parte por
unidad de area.
P.7-13 Desde el punto de vista del electromagnetismo, la potencia transmitida por un
cable coaxial sin pérdidas puede calcularse en términos del vector de Poynting den-
tro del medio dieléctrico que hay entre el conductor interno y el revestimiento externo.
Suponga que la aplicacion de un voltaje de corriente continua V), entre el conductor
interno (de radio @) y el revestimiento externo (de radio interior b) ocasiona el flujo
de una corriente / por una resistencia de carga. Compruebe que la integracion del vector
de Poynting sobre la seccion transversal del medio dieléctrico es igual a la potencia
V,l que se transmite a la carga.
P.7-14 Una onda plana uniforme en el aire con E,(x, /) = a,50 sen (10%¢— fx) (V/m) incide
normalmente sobre un medio sin pérdidas (e, = 2, u, = 8, o = 0) en la regién x = 0.
Determine
a) E.yH,
b) Ity S,y
¢) E yH,
P.7-15 Una onda plana uniforme se propaga en la direccion +z (hacia abajo) hacia el
océano (€, = 72, u, = 1, ¢ =4 S/m). El campo magnético en la superficie del océa-
no (z = 0) es H(0, 7) = a, 0.3 cos 10% (A/m).
a) Determine la profundidad de penetracion y la impedancia intrinseca del agua del
océano.
b) Determine las expresiones de E(z, 7) y H(z, f) en el océano.
¢) Calcule la pérdida de potencia media por unidad de area en el océano, como
funcién de z.
P.7-16 Obtenga las razones siguientes para ondas planas uniformes en un medio 1 que
inciden normalmente sobre una superficie de separacion plana con un medio 2:
a) H ,/H, y compare el resultado con el coeficiente de reflexion de la ecuacion (7-94), y
b) H,/H, y compare el resultado con el coeficiente de transmision de la ecuacion
(7-95).
P.7-17 Una onda plana con polarizacién circular de mano derecha, representada por el
fasor E(z) = Ei(a, — ja )e/*
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incide normalmente sobre una pared conductora perfecta en z = 0.
a) Determine la polarizacion de la onda reflejada.
b) Calcule la corriente inducida sobre la pared conductora.
¢) Obtenga la expresion de la intensidad eléctrica total instantdnea utilizando una
referencia de tiempo coseno.
P.7-18 Determine la condicion en la cual la magnitud del coeficiente de reflexion es
igual al coeficiente de transmision de una onda plana uniforme que incide normalmente
sobre una superficie de separacion entre dos medios dieléctricos sin pérdidas. ;Cual
es la razon de onda estacionaria en dB para esta condicion?
P.7-19 Una onda plana uniforme en el aire con E(z) = a,10e7% (V/m) incide normal-
mente sobre una superficie de separacion en z = 0 con un medio con pérdidas que tiene
constante dieléctrica de 2.25 y tangente de pérdidas de 0.3. Encuentre lo siguiente:
a) Las expresiones fasoriales de E (z), H(z), E(z) y H/(z).
b) La razén de onda estacionaria para la onda en el aire.
¢) Las expresiones de los vectores de Poynting de media temporal en el aire y en
el medio con pérdidas.
P.7-20 Una onda plana senoidal uniforme en el aire tiene la siguiente expresidn fasorial
para la intensidad eléctrica:
E(x, z) = a,10e76x* &) (V/m),
La onda incide sobre un plano conductor perfecto en z = 0.
a) Calcule la frecuencia y la longitud de onda.
b) Escriba las expresiones de E(x, z; ) y H(x, z; ) instantaneos.
¢) Determine el angulo de incidencia.
d) Determine E(x, z) y H,(x, z) de la onda reflejada.
¢) Determine E (x, z) y H,(x, z) del campo total en el aire.
P.7-21 Una onda plana uniforme con polarizacion perpendicular incide oblicuamen-
te sobre una frontera plana con €, = €, €, = 2.25€y, p; = i, = py, como se ilustra en
la figura 7-14. Suponga £, = 20 (V/m), f= 100 (MHz) y 6, = 30°.
a) Calcule los coeficientes de reflexion y de transmision.
b) Escriba la expresion de E(x, z; ) y H/(x, z, f) instantdneos.
P.7-22 Una onda plana uniforme con polarizacion paralela incide oblicuamente sobre
una frontera plana con €, = €, €, = 2.25¢), u, = p, = py, como se ilustra en la figura
7-15. Suponga H,, = 0.053 (A/m), f= 100 (MHz) y 6, = 30°.
a) Calcule los coeficientes de reflexion y transmision.
b) Escriba la expresion de E(x, z; 1) y H/(x, z, f) instantaneos.
P.7-23
a) Proponga un método para medir la densidad maxima de electrones en la
ionosfera.
b) Suponiendo N, =8 % 10! por metro cibico, analice la frecuencia minima
que puede usarse en la comunicacidn con una estacion espacial mas alla de
la ionosfera.
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¢) (Qué sucede para una incidencia oblicua sobre la ionosfera si se emplea una
frecuencia mas baja?

P.7-24 Una onda plana uniforme incide en la ionosfera con un angulo de incidencia
6. = 60°. Suponga una densidad constante de electrones y una frecuencia de la onda
igual a la mitad de la frecuencia del plasma de la ionosfera. Determine

a) I, yr.,y

b) Ty 5.
Interprete el significado de estas cantidades complejas.
P.7-25 Una onda electromagnética de 10 (kHz) en el aire, con polarizacion paralela,
incide oblicuamente sobre la superficie del océano con un dngulo casi rasante 6, = 88°,
Usando €, =81, y, = 1 y o =4 (S/m) para el agua de mar, encuentre (a) el angulo de
refraccién 6, (b) el coeficiente de transmision 7, y (c) la distancia bajo la superficie
del océano donde la intensidad de campo ha disminuido en 30 (dB).

P.7-26 Un rayo de luz incide oblicuamente desde el aire sobre una ldmina transparente
de grosor d cuyo indice de refraccion es n, como se muestra en la figura 7-16. El
angulo de incidencia es 6,. Encuentre (a) 68, (b) la distancia ¢, al punto de salida y
(c) la cantidad de desplazamiento lateral €, del rayo emergente.

FIGURA 7-16 Rayo de luz que incide oblicuamente sobre una lamina transparente con indice de
refraccion n (Prob. P.7-26).

P.7-27 Una onda plana uniforme con polarizacion perpendicular, representada por las
ecuaciones (7-135) y (7-136), incide sobre una superficie de discontinuidad plana en
z =0, como se ilustra en la figura 7-14. Suponga €, < €, y 6,> 6. (a) Obtenga las ex-
presiones fasoriales del campo transmitido (E,, H)) y (b) compruebe que la potencia
media transmitida en el medio 2 es cero.

P.7-28 Una onda plana uniforme con frecuencia angular w en el medio 1 e indice de
refraccion n, incide con el dngulo critico sobre una superficie de discontinuidad plana
en z = 0 del medio 2 con indice de refraccion n, (< n,). Sean E,, y E,, las amplitu-
des de las intensidades de los campos eléctrico y magnético incidentes y refractados,
respectivamente.
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FIGURA 7-17 Reflexion luminosa (ng)
por un prisma triangular isosceles en
angulo recto (Prob. P.7-30). FIGURA 7-18 Fibra dptica con nucleo revestido (Prob. P.7-31).

a) Determine la razén E/E,, para polarizacion perpendicular.

b) Determine la razén E/E,, para polarizacion paralela.

¢) Escriba las expresiones de E(x, z; 1) y E(x, z; {) instantaneos para polarizacion

perpendicular, en términos de los parametros o, ny, n,, 6,y E,.

P.7-29 Una onda electromagnética que surge con polarizacién perpendicular de una
fuente subacudtica incide sobre una superficie de separacion agua—aire con un angu-
lo 6, =20°. Usando €, =81 y u, = 1 para el agua dulce, calcule (a) el angulo critico
6., (b) el coeficiente de reflexion I',_, (c) el coeficiente de transmisién 7y (d) la ate-
nuacion en dB para cada longitud de onda en el aire.

P.7-30 Los prismas triangulares isosceles de vidrio, como el que se muestra en la fi-
gura 7-17, se usan cominmente en los instrumentos dpticos. Suponiendo €, = 4 para
el vidrio, calcule el porcentaje de potencia luminosa incidente que refleja el prisma.
P.7-31 Es costumbre revestir las fibras dpticas con un material de bajo indice de re-
fraccién para evitar la interferencia procedente de ondas en las fibras vecinas y como
proteccion mecanica, como puede verse en la figura 7-18, donde n, < n,.

a) Exprese el angulo de incidencia maximo 6, en términos de n,, n, y n, para que
los rayos meridionales que inciden sobre la cara abierta del nicleo queden atra-
pados por reflexion interna total dentro del nicleo. (Los rayos meridionales son
aquellos que pasan por el eje de la fibra. El d4ngulo 6, se denomina dngulo de
aceptacion y sen 0, es la abertura numérica (A. N.) de la fibra.)

b) Encuentre 8,y la apertura numérica si n, =2, n, = 1.74 y ny = 1.

P.7-32 Demuestre que en la condicién de no reflexion en una superficie de separacion,
la suma del angulo de Brewster y el dngulo de refraccién es #/2 para:

a) polarizacion perpendicular (g, # u,), ¥y

b) polarizacién paralela (€, # €,).

P.7-33 Para una onda incidente con polarizacion paralela, determine la relacién entre
el angulo critico 6, y el 4ngulo de Brewster 6y para dos medios contiguos de la misma
permeabilidad.
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8-1 DESCRIPCION GENERAL De acuerdo con nuestro mo-
delo electromagnético, sabemos que las cargas y las corrientes variables con el tiempo
son fuentes de campos y ondas electromagnéticas. Las ondas transportan potencia elec-
tromagnética y se propagan en el medio circundante a la velocidad de la luz. El efecto
de las ondas en un receptor depende, entre otras cosas, de la densidad de potencia
media de las ondas en el lugar donde se encuentra el receptor. La densidad de potencia
(potencia por unidad de drea) es muy baja a grandes distancias, debido al valor tan
grande del area total de la esfera de gran tamafio con su centro en las fuentes. Por
consiguiente, la transmisién de potencia desde una fuente electromagnética omnidi-
reccional a un receptor es muy ineficiente. Incluso si la fuente radia con la ayuda de
una antena altamente direccional, su potencia se expande sobre un drea muy amplia
a grandes distancias.

Para la transmision eficiente de potencia e informacién de punto a punto hay que
guiar la energia de la fuente. En este capitulo estudiaremos las ondas transversales elec-
tromagnéticas (TEM) guiadas por lineas de transmision. Veremos que varias de las ca-
racteristicas de las ondas TEM guiadas por una linea de transmisién son las mismas
que las de una onda plana uniforme que se propaga en un medio dieléctrico ilimita-
do, tema que analizamos en el capitulo 7.

Los tres tipos mas comunes de lineas de transmision de dos conductores que pro-
pagan ondas TEM son:

a) Linea de transmision de placas paralelas. Este tipo de linea de transmision con-
siste en dos placas conductoras paralelas separadas por una ldmina de dieléctrico
de grosor uniforme (véase la Fig. 8-1(a)). Las lineas de transmision de placas
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m F

b)

¢)

paralelas para frecuencias de microondas pueden fabricarse a bajo costo sobre
un sustrato dieléctrico, usando tecnologia de circuitos impresos; con frecuencia
se les denomina microtiras. En la figura 8-3 se presenta un diagrama que ilus-
tra dos tipos de microtiras.

Linea de transmision de dos alambres. Esta linea de transmisién consiste en un
par de alambres conductores paralelos separados por una distancia uniforme (véase
la Fig. 8-1(b)). Como ejemplo estan las omnipresentes lineas aéreas telefénicas
y de transmision de energia que se pueden ver en las dreas rurales, asi como los
cables planos que descienden desde la antena en los tejados hasta el televisor.

Linea de transmisién coaxial. Consiste en un conductor interno y un revestimiento
coaxial externo separado por un medio dieléctrico (véase la Fig. 8-1(c)). Esta
estructura ofrece la importante ventaja de confinar completamente los campos
eléctrico y magnético dentro de la region dieléctrica, de tal manera que es muy
inmune a las interferencias externas a la linea. Como ejemplos estan los cables
telefonicos y de TV y los cables de entrada de instrumentos de mediciones de
precision a altas frecuencias.

Podemos obtener las ecuaciones generales de la linea de transmision a partir de

un modelo circuital, en términos de la resistencia, inductancia, conductancia y capa-
citancia por unidad de longitud de la linea. Después, a partir de las ecuaciones de la
linea de transmisién, podemos derivar y estudiar todas las caracteristicas de la propa-
gacion de ondas por una linea.

El estudio de las propiedades de las lineas de transmision en estado estacionario con

dependencia arménica con el tiempo es mucho més sencillo con diagramas graficos, con

337
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(a) Linea de transmision {b) Linea de transmisién de (c) Linea de transmision
de placas paralelas. dos alambres. coaxial.

FIGURA 8-1 Tipos comunes de lineas de transmisién.

m EJERCICIO 8.2

lo cual se evita la necesidad de efectuar repetidas veces calculos con numeros complejos.
El diagrama mas popular y utilizado es el diagrama de Smith. También analizaremos
la forma de usar el diagrama de Smith para determinar las caracteristicas de las ondas
en una linea de transmisién y para realizar la adaptacion (o acoplo) de impedancias.

Se usan antenas de media longitud de onda para transmitir

(a) sefiales de TV UHF a 800 (MHz),

(b) sefiales de TV VHF a 60 (MHz),

(¢) sefiales de FM a 95 (MHz), y

(d) sefiales de radionavegacién a 100 (kHz).

;Cuales son las longitudes respectivas de las antenas?

RESPUESTA: (a) 18.75 (cm), (d) 1500 (m).

PREGUNTAS DE REPASO

P.8-1 ;Cudles son los tres tipos mas comunes de estructuras que pueden propagar ondas TEM?

P.8-2 Compare las ventajas y desventajas de los cables coaxiales y de las lineas de trans-
mision de dos alambres.

8-2 ECUACIONES GENERALES DE LA LINEA DE TRANSMISION

Consideraremos una linea de transmision uniforme que consiste en dos conductores
perfectos en paralelo. La distancia de separacion entre los conductores es pequeifia en
comparacién con la longitud de onda de la sefial que se propaga. Comenzaremos nuestro
andlisis escribiendo las ecuaciones de Maxwell para las componentes transversales de E
y H. Veremos que la forma en que estas componentes de los campos dependen de
las coordenadas transversales es la misma que en las situaciones estatica y sin fuen-
tes. Asi podemos determinar los parametros de una linea de transmision con los mismos
métodos empleados en condiciones estaticas. El voltaje entre los conductores y la
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corriente en la linea estan muy relacionados con las componentes transversales de E
y H, respectivamente, a través de las ecuaciones (3-28) y (5-63). Por consiguiente, po-
demos analizar las caracteristicas de funcionamiento de una linea de transmisién uni-
forme de dos conductores por la que se propaga una onda TEM en funcién de las ondas
de voltaje y corriente.

En esta seccidon usaremos un modelo circuital para obtener las ecuaciones que
rigen las lineas de transmision uniformes generales de dos conductores. Las lineas
de transmision difieren de las redes eléctricas ordinarias en un aspecto fundamen-
tal: las dimensiones fisicas de las redes eléctricas son mucho mas pequefias que la
longitud de la onda que se propaga, pero las lineas de transmision normalmente son
una fraccién considerable de una longitud de onda e incluso su longitud puede ser
de varias longitudes de onda. Los elementos de circuito en una red eléctrica ordinaria
se consideran discretos, y como tales pueden describirse con parametros concentrados.
Se supone que las corrientes que fluyen por elementos de circuito concentrados no
varian espacialmente de un elemento a otro y que no existen ondas estacionarias. Por
otra parte, una linea de transmision es una red de parametros distribuidos y por con-
siguiente debe describirse con parametros de circuito distribuidos a lo largo de ella.
En una linea de transmisidn existen ondas estacionarias, excepto en condiciones de
adaptacion (las cuales describiremos mas adelante en este mismo capitulo).

Considere una longitud diferencial Az de una linea de transmision descrita por
los cuatro parametros siguientes:

R, la resistencia por unidad de longitud (ambos conductores), en Q/m.
L, la inductancia por unidad de longitud (ambos conductores), en H/m,
G, la conductancia por unidad de longitud, en S/m.

C, la capacitancia por unidad de longitud, en F/m.

Observe que R y L son elementos serie y que G y C son elementos paralelos. En la figura
8-2 se muestra el circuito eléctrico equivalente de este segmento de linea. Las cantidades
u(z, 1) y v(z + Az, f) denotan los voltajes instantaneos en z y z + Az, respectivamente.

FIGURA 8-2  Circuito equivalente de la longitud diferencial Az de una linea de transmision de
dos conductores.

i(z, 1) N i(z+ Az 1)
* R Az LAz &
CAz
viz, t) G Az J v(z+ Az, t)
s -

| A2 |
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De forma similar, i(z, {) e i(z + Az, t) denotan las corrientes instantaneas en z y z + Az,
respectivamente. Si aplicamos la ley del voltaje de Kirchhoff obtenemos

di
nz, t) — RAzi(z, t) — LAz ":; .. oz + Az, t) =0, (8-1)
que nos lleva a
v(z + Az, t) — v(z, 1) . di(z, t)
— =R - ) -
Az i(z, ) + L o (8-2)
En el limite donde Az — 0, la ecuacion (8-2) se convierte en
du(z, t) ) di(z, 1)
- =R : -
% i(z,t)+ L Ey (8-3)

De forma similar, al aplicar la ley de la corriente de Kirchhoff al nodo N de la figu-

ra 8-2 se obtiene

vz + Az, 1)
ot

Tras dividir por Az y dejar que Az se aproxime a cero, la ecuacion (8-4) se convierte en

i(z, 1) — GAzv(z + Az, 1) — CAz —iz+ Az, 1) =0. (8-4)

B di(z, t)
dz

=Go(z, )+ C ooz, t}.

-

(8-5)

Las ecuaciones (8-3) y (8-5) son un par de ecuaciones en derivadas parciales de pri-
mer grado en v(z, ) ¢ i(z, 7). Son las ecuaciones generales de la linea de transmisién.

Si hay dependencia armoénica con el tiempo, el uso de fasores simplifica las ecua-
ciones de la linea de transmision a ecuaciones diferenciales ordinarias. Para una refe-

rencia coseno escribimos
(8-6)
(8-7)

Uz, t) = Re[V(z)e’'],

i(z, t) = Re[I(z)e?"],
donde los fasores V(z) e I(z) son funciones unicamente de la coordenada espacial z y
ambos pueden ser complejos. Si se sustituyen las ecuaciones (8-6) y (8-7) en las ecua-
ciones (8-3) y (8-5) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias pa-
ra los fasores V(z) e I(z).

) x4 ismne; (8-8)
dz
di
_ d(zz’ = (G + jwC)V(2). 89
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ILas ecuaciones acopladas (8-8) y (8-9) son las ecuaciones de la linea de transmision
con dependencia armonica con el tiempo. Estas ecuaciones pueden combinarse para
obtener V(z) e /(z). Obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias uni-
dimensionales de segundo grado:

*V(z)

2z =7 V(z) (8-10)
y

dzl(z)_ 5

a2 ! 1(2), (8-11)
donde

y=a+jB= /(R +joLXG + joC)  (m™') (8-12)

es la constante de propagacion, cuyas partes real e imaginaria, a y f, son la constante
de atenuacion (Np/m) y la constante de fase (rad/m) de la linea, respectivamente. La
nomenclatura que se usa aqui es similar a la empleada en la propagacion de una onda
plana en medios con pérdidas, como se definioé en la seccion 7-3. Estas cantidades en
realidad no son constantes, ya que generalmente dependen de  de una forma bastante
complicada. Las ecuaciones (8-10) y (8-11) son ecuaciones bésicas de las cuales de-
rivaremos todas las propiedades de dependencia armonica con el tiempo tanto de las
lineas de transmision infinitamente largas como de las de longitud finita. Observando
las semejanzas entre las ecuaciones (8-10) y (8-11) y la ecuacion (7-45b) podemos llegar
a la conclusion de que muchas de las relaciones y conclusiones acerca de E y H que
obtuvimos en el capitulo 7, para la propagacion de ondas planas (sin incluir las de
incidencia oblicua), también son aplicables a ondas de voltaje y corriente, ¥(z) e /(z),
en lineas de transmision.

8-3 PARAMETROS DE LA LINEA DE TRANSMISION

Las propiedades eléctricas de una linea de transmision a una frecuencia determinada
estan caracterizadas por completo por sus cuatro parametros distribuidos R, L, Gy C.
En esta seccion se presentaran las formulas de estos parametros para los tres tipos
basicos de lineas de transmision, en términos de las dimensiones fisicas y los parametros
constitutivos del medio.

Nuestra premisa basica es que la conductividad de los conductores en una linea
de transmision por lo general es tan elevada que el efecto que tiene una resistencia serie
en el calculo de la constante de propagacidn es insignificante, de lo cual se desprende
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que las ondas en la linea son aproximadamente ondas transversales electromagnéticas
(TEM). Si eliminamos R de la ecuacion (8-12) podemos escribir

) G \2
y—;wﬁ/LC(l+jw—C-) . (8-13)

Sabemos, a partir de la ecuacion (7-43), que la constante de propagacion de una onda
TEM en un medio con parametros constitutivos (u, €, o) es

] o 1/2
Y = jw</ue (1 +;'E) : (8-14)

Sin embargo,

G o
—=— 8-15
C € ( )

de acuerdo con la ecuacion (4-38); por lo tanto, la comparacion de las ecuaciones (8-13)
y (8-14) conduce a

LC = e, (8-16)

La ecuacidn (8-16) es una relacién muy util, ya que si conocemos L para una linea
con un medio determinado, podemos obtener C, y viceversa. Si se conoce C, podemos
hallar G a partir de la ecuacion (8-15). La resistencia serie R se determina a partir de
la pérdida de potencia en los conductores.

A. Linea de transmision de placas paralelas

Dos placas conductoras, cada una de anchura w y separadas por un medio die-
léctrico (€, u) de espesor d.
A partir de la ecuacion (3-87) tenemos, ignorando los efectos marginales,

C=¢ (F/m). (linea de placas paralelas) (8-17)

Usando la ecuacion (8-17) en las ecuaciones (8-16) y (8-15) obtenemos

L= ,u% (H/m) (linea de placas paralelas) (8-18)

(S/m). (linea de placas paralelas) (8-19)

Al s
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La determinacion de una resistencia serie por unidad de longitud, R, implica
que las placas metalicas no son conductores perfectos. La componente tangen-
cial del campo eléctrico no es nula y las ondas que se propagan por lineas de trans-
mision con pérdidas no son estrictamente TEM. La profundidad de penetracion
es muy pequefia en buenos conductores a frecuencias lo suficientemente altas. Po-
demos obtener una expresion aproximada de R si consideramos que la corrien-
te total en los conductores se distribuye de manera uniforme a la profundidad de
penetracion &. Sean g, y p,, respectivamente, la conductividad y la permeabili-
dad de los conductores. La resistencia por unidad de longitud de un material de
anchura w y profundidad & es, a partir de la ecuacién (4-16),

1

R= o5 (8-20)
donde S = wé. Para las dos placas conductoras tenemos
R = = s (8-21)
o.wo
que, con base en la ecuacion (7-56), se transforma en
R = % E (€/m). (lineas de placas paralelas) (8-22)

Linea de transmision de dos alambres

Dos alambres conductores, cada uno de radio a y separados una distancia D por
un medio dieléctrico (e, p).
A partir de la ecuacion (3-165) tenemos

ne

G cosh™'(D/2a) (F/m). (linea de dos alambres) (8-23)t

Usando la ecuacion (8-23) en las ecuaciones (8-16) y (8-15) obtenemos

D
L= %cosh" (E) (H/m) (linea de dos alambres) (8-24)t

no

= cosh ' (D/2a) (S/m). (linea de dos alambres) (8-25)

t cosh™ (D/2a) = In (D/a) si (Di2a)* = 1.



344

CAPITULO 8 LiNEAS DE TRANSMISION

Para hallar R usamos la ecuacion (8-20). El area de la seccion transversal del flujo
de corriente en cada alambre con una profundidad de penetracion & es aproxima-
damente 27ad. Para los dos alambres tenemos

~ o.(nad)’ (8-26)
0
1 (3
. }*—R';p (Q/m). (linea de dos alambres) (8-27)

Linea de transmisién coaxial

Conductor interno de radio a separado por un medio dieléctrico (€, p) de un tubo
exterior concéntrico de radio interior b.
A partir de la ecuacion (3-90) tenemos

_ 2ne
" In(b/a)

(F/m), (linea coaxial) (8-28)

que, con base en las ecuaciones (8-16) y (8-15), da

p=in? e (linea coaxial) (8-29)
2 a
y
_ 2% (s/m) I il 30
= e . (linea coaxial) (8-30)

A frecuencias altas suponemos que la corriente fluye de manera uniforme en los
conductores interno y externo con una profundidad de penetracion 6. El area de
la seccion transversal del flujo de corriente en el conductor interno es S, = 27aé
y en el conductor externo es S, = 2mhd. Asi, la ecuacion (8-20) da

o 4 B 0 AT
oS TaS Zned\a b (3-31)

™ <o

R= _21; ((_1: 3 %) /% (Q/m). (linea coaxial) (8-32)
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Los parametros R, L, Gy C de los tres tipos de lineas de transmision se listan
en la tabla 8-1, donde R, es la parte real de la impedancia intrinseca del conductor:
n.= R, +jX, = (1 +)) \nfu./o, , dada por la ecuacién (7-53). En el parametro
L no se incluye la autoinductancia interna de los conductores, analizada en los
ejemplos 5-10 y 5-11. Los céalculos en estos ejemplos se basaron en una corriente
continua distribuida de manera uniforme por toda la seccion transversal de los
conductores. La corriente se desplaza a la superficie a frecuencias altas, debido
al efecto de penetracion, y la inductancia interna se reduce a un valor insignificante.

m EJERCICIO 8.2 Obtenga la formula a frecuencias bajas de la resistencia por unidad de longitud de

a)
b)

RESPUESTA: (a) .

una linea de dos alambres, cada uno de los cuales tiene radio a,

un cable coaxial con conductor interno de radio a y conductor externo de radio inte-
rior b y radio exterior d.

SUGERENCIA: Use la formula de la resistencia para las corrientes continuas.

2 ® 1 (l 4 1 )
na*’ }a,rz a?  d*-b)

4

PREGUNTAS DE REPASO
P.8-3 ;Cual es la diferencia esencial entre una linea de transmision y una red eléctrica

ordinaria?

P.8-4 Explique por qué las ondas en una linea de transmision con pérdidas no pueden ser

ondas transversales electromagnéticas puras.

P.8-5 ;Las ecuaciones de la linea de transmision (8-8) a (8-11) son aplicables a voltajes y

corrientes de tipo pulso? Explique.

TABLA 8-1 PARAMETROS DISTRIBUIDOS DE LINEAS DE TRANSMISION DE PLACAS
PARALELAS, DE DOS ALAMBRES Y COAXIALES

Parametro Linea de placas Linea de dos Linea coaxial  Unidad
paralelas alambres
Parametros 2 R, R, (1
distribuidos de R = R, = T (E 5 Q/m
lineas de
transmision d u D u_ b
L p— —cosh™'| — —In- H/m
w T 2a 2n a
w na 2ne
G o— P T S/m
d cosh™ ' (D/2a) In (b/a)
w i3 2ne
G €— _— F/m
d cosh ™! (D/2a) In (b/a)

Nota: R,= 1’ #fu, /o, ; cosh™! (D/2a) = In (D/a) si (D/2a)* = 1. No se incluye la inductancia interna.
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COMENTARIOS

1. Hay una analogia estrecha entre las caracteristicas de E y H en la propagacion de
ondas planas y las de ¥(z) e I(z) en las lineas de transmision.

2. “Constante” de propagacion y= a + jf. La “constante” de atenuacién « y la
“constante” de fase  en una linea pueden depender de la frecuencia de manera
complicada.

3. Esimportante distinguir 4, y o, para conductores de u y o para un medio die-
léctrico.

4. Laresistenciaserie, R, de una linea de transmision no es el inverso de la conduc-
tancia paralela, G. '

8-3.1 LINEAS MICROTIRA

Las microtiras son
formas modificadas
de las lineas de
transmision de
placas paralelas.

El desarrollo de los dispositivos y sistemas de microondas de estado solido ha dado
lugar a generalizar el uso de un tipo de lineas de transmision de placas paralelas lla-
madas lineas microtira o simplemente microtiras. Una microtira consiste en un sustrato
dieléctrico sobre un plano conductor puesto a tierra con una fina tira de metal sobre
el sustrato, como se ilustra en la figura 8-3(a). Desde que surgieron las técnicas de cir-
cuitos impresos ha sido facil fabricar microtiras e integrarlas con otros componentes
de circuito. Sin embargo, como los resultados que obtuvimos para las lineas de trans-
misién de placas paralelas s. Sasaban en la suposicion de dos placas conductoras anchas
(con efectos marginales insignificantes) y de la misma anchura, no podemos esperar
que se apliquen de manera exacta a este caso. La aproximacién es mayor si el ancho
de la tira metalica es mucho més grande que el espesor del sustrato.

Una aproximacion TEM es bastante satisfactoria si el sustrato tiene una constante
dieléctrica elevada. Es dificil obtener una solucion analitica exacta de la microtira de
la figura 8-3(a) que satisfaga todas las condiciones en la frontera. Para empezar, no todos
los campos estardan confinados al sustrato dieléctrico; algunas lineas de campo esca-
paran desde la tira conductora superior hacia fuera del dieléctrico, causando por tanto
interferencias con los circuitos vecinos. Para que los calculos sean mas precisos se
requieren modificaciones semiempiricas en las formulas de los parametros distribui-
dos y en la impedancia caracteristica.” Todas estas cantidades tienden a depender de
la frecuencia y las microtiras son dispersoras.

Un método para reducir los campos de dispersion (stray fields) de las microti-
ras es colocar un plano conductor puesto a tierra a ambos lados del sustrato dieléctrico,

' Véase, por ejemplo, K. F. Sander y G. A. L. Reed, Transmission and Propagation of Electromagnetic Waves,
2da. ed., Sec. 6.5.6, Cambridge University Press, Nueva York, 1986. Véase también D. M. Pozar, Microwave
Engineering, Secs. 4.7 y 4.8, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Massachusetts, 1990.
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— Placa conductora
I||." puesta a tierra
— Tira de metal il

e i et N
> —

| Tira de metal

5

Plano conductor Sustrato Plano conductor
puesto a tierra dieléctrico puesto a tierra
(a) (b)

Lineas de campo eléctrico
————— Lineas de campo magnético

FIGURA 8-3  Dos tipos de lineas microtira.

Las lineas de tres
placas minimizan
los campos de
dispersion.

dejando la delgada tira metdlica en el medio, como se muestra en la figura 8-3(b). Esta
disposicion se conoce como linea de tres placas o triplaca. Podemos apreciar que las
lineas de tres placas son mas dificiles y costosas de fabricar y que su impedancia ca-
racteristica es la mitad de la de la microtira correspondiente.

8-4 CARACTERISTICAS DE LA ONDA EN UNA LINEA DE TRANSMISION INFINITA

En la seccion 8-2 obtuvimos las ecuaciones (8-10) y (8-11) que rigen ¥(z) e /(z) con
dependencia armodnica con el tiempo en una linea de transmision. Veamos ahora sus
caracteristicas en una linea infinita. Las soluciones de las ecuaciones (8-10) y (8-11) son

V)=V + V (2)
=Vie "+ Vg, e", (8-33)
I2)=1"@)+ 17 (2)
=lIge "™ + 15 7,
donde los supraindices “+” y “~" denotan ondas que se propagan en la direccién +z

y —z, respectivamente. Las amplitudes de onda (Vy, 1) ¥y (Vg, {o) estan relacionadas
por las ecuaciones (8-8) y (8-9) y podemos comprobar (Ejer. 8.3) que

24 Vo R+joL

(8-34)

Ig I Y
Los términos que contienen el factor e deben desaparecer en una linea infini-
ta (en realidad, una linea semiinfinita con una fuente en el lado izquierdo). Si no fuera
asi, los términos aumentarian indefinidamente con z, lo que es fisicamente imposible.
No hay ondas reflejadas y las Gnicas ondas existentes se propagan en la direccion

(8-35)

+z. Asi,
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Impedancia
caracteristica de
una linea de
transmision

m EJERCICIO 8.3

En una linea sin
pérdidas, oy X, son
ceroy u, y R, son
constantes.

Viz)=V*z)=Vie (8-36)
I2)=1*@) = I e (8-37)

La razon del voltaje a la corriente para cualquier z en una linea infinitamente larga, V*(z)/
I"(z)=V /1, es independiente de z y se denomina impedancia caracteristica de 1a linea.

R + joL ¥ [R + jowL
Z, = = = ). i
° P G + joC G + joC ) (8:38)

Observe que y y Z; son propiedades caracteristicas de una linea de transmisién, sea
¢sta infinitamente larga o no. Dependen de R, L, G, C'y w, no de la longitud de la li-
nea. Una linea de longitud infinita s6lo implica que no hay ondas reflejadas.

Compruebe la relacion de la ecuacion (8-35) sustituyendo las ecuaciones (8-33) y (8-34) en
la ecuacion (8-8).

Hay dos casos especiales para yen la ecuacion (8-12) y Z, en la ecuacion (8-38)
que son de particular interés:
1.  Linea sin pérdidas (R =0, G = 0):

a) Constante de propagacion:

y=a+jf =jw./LC; (8-39)
a=0, (8-40)
B =w/LC (funcion lineal de w). (8-41)
b) Velocidad de fase:
w 1
u, = B = ﬁ (constante). (8-42)

Podemos ver, con base en la ecuacion (8-16), que la velocidad de fase de las

ondas en una linea de transmision sin pérdidas es igual a la velocidad de pro-

pagacion, | :’J,u_e, de las ondas planas no guiadas en el medio de la linea.
¢) Impedancia caracteristica:

I
Zo=Ro+jXy = \g; (8-43)

L
R, = \/; (constante), (8-44)

Xo= (8-45)
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Condicién para una
linea de transmision
sin distorsion

Una linea sin
distorsion pero con
pérdidas tiene las
mismas
caracteristicas que
una linea sin
pérdidas, excepto
por una constante
de atenuacion
distinta de cero.

2.  Linea sin distorsion (R/L = G/C). Si se satisface la condicion

R G
E = E (8-46)
se simplifican las expresiones de y y Z,.
a) Constante de propagacion:
RC
y=a+jp= \/{R +ij)(T +ij)
& 4
= \/;(R + jwl), (8-47)
C
o= R \/% (8-48)
B=w/LC (funcién lineal de w). (8-49)
b) Velocidad de fase:
w 1
U= B = \/E (constante). (8-50)

¢} Impedancia caracteristica:

A [ R+joL L.
Zy=Ro+jX, = m—\/;, (8-51)
L

Ro= \/E (constante), (8-52)

X il (8-53)

Como puede verse, las caracteristicas de una linea sin distorsion son las mismas que
para una linea sin pérdidas, con excepcion de una constante de atenuacion no nula; es-
pecificamente, una velocidad de fase constante (u, = 1/ \/E) y una impedancia carac-
teristica real constante (Z, = Ry, =+ L/ C).

La velocidad de fase constante es consecuencia directa de la dependencia lineal
de la constante de fase g con ». Normalmente una sefial consiste en una banda de fre-
cuencias, por lo que es esencial que las distintas componentes en frecuencia se pro-
paguen juntas por la linea de transmision con la misma velocidad, para evitar distorsion.
Esta condicion la satisface una linea sin pérdidas y se cumple de forma aproximada en
una linea que tenga muy pocas pérdidas. En el caso de una linea con pérdidas, las am-
plitudes de onda se atentian y se produce distorsion cuando las diferentes componentes
en frecuencia se atentian de manera distinta, incluso si se propagan con la misma ve-
locidad. La condicion especificada en la ecuacion (8-46) nos lleva a que « sea cons-
tante y a que u, sea constante, de ahi el nombre de linea sin distorsion.
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La distorsién
(dispersion) de

una senal ocurre
cuando la constante
de fase no es
proporcional a la
frecuencia.

EJEMPLO 8-1

La constante de fase de una linea de transmision con pérdidas se determina de-
sarrollando la expresion de yde la ecuacion (8-12). Normalmente, la constante de fase
no es una funcion lineal de o; por lo tanto, producird una velocidad de fase u, depen-
diente de la frecuencia. La sefial sufre distorsion o dispersién cuando las diferentes com-
ponentes en frecuencia de una sefial se propagan por la linea con velocidades distintas.
Una linea de transmision general con pérdidas es dispersiva, lo mismo que un dieléctrico
con pérdidas,

Ignore los efectos marginales y de las pérdidas y suponga que el sustrato de una microtira
tiene un espesor de 0.4 (mm) y constante dieléctrica de 2.25. (a) Determine el ancho w
requerido para la tira metalica de manera que la microtira tenga una resistencia carac-
teristica de 50 (€2); (b) determine L y C de la linea; y (c) determine u, en la linea. (d) Repita
los apartados (a), (b) y (c) para una resistencia caracteristica de 75 ().

SOLUCION

a)  Para hallar w usamos las ecuaciones (8-17) y (8-1 8) en la ecuacion (8-43):

d 411__[).4><10“3 Mo

W Zo Ve 0 /e

04 x 1072 x 377

50,/2.25

4
b) L=,u%=4n10"7><07=2.5] x 1077 (H/m), o 0251 (uH/m).

2%x107% (m), o 2 (mm).

w 107° 2 ~
= Rl 225 % —=995% 107** (Fm) ©
C €0 T = 36n x 2.25 X 53 X (F/m)
99.5 (pF/m).

_ L ¢ € _f _2x10° (mfs)

|
O BTG Jue o J225 15

d) Como w es inversamente proporcional a Z,, para Zj, = 75(£2),

w = (&)w =%(5—) x 2 =133 (mm).

2\L= (—23) x 0.251 = 0.377 (uH/m).

C= (1) C= (%) x 99.5 = 66.2 (pF/m).
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8-4.1 CONSTANTE DE ATENUACION A PARTIR DE LAS RELACIONES DE POTENCIA

Determinacion de la
constante de
atenuacion a partir
de la relacion de
potencia

EJEMPLO 8-2

La constante de atenuacion de una onda que se propaga en una linea de transmision
es la parte real de la constante de propagacion; puede determinarse a partir de la de-
finicion basica de la ecuacion (8-12). También es posible hallar la constante de atenua-
cion a partir de una relacion de potencia. Usando las ecuaciones (8-36) y (8-37)
escribimos (omitimos el supraindice “+” por cuestiones de sencillez):

V(z) = Voe @tib= (8-54)
s o —{a+jf)z
I(z) = " : (8-55)

La potencia media que se propaga por la linea en una z cualquiera es
P(z) = 3R V(2)I*(z)]

Vs ~2ue 8-56
= W Rye 2 ( )
La ley de la conservacion de la energia requiere que la razon de disminucion de P(z)
con la distancia a lo largo de la linea sea igual a la pérdida de potencia media temporal
P, por unidad de longitud. Por lo tanto,
dP(z)
oz

= P.(2)

= 2aP(z),

de donde se obtiene la siguiente formula:

. P (2)
2P(z)

(Np/m). (8-57)

a)  Use la ecuacion (8-57) para encontrar la constante de atenuacion de una linea de
transmision con pérdidas cuyos parametros distribuidos son R, L, Gy C.

b) Particularice el resultado del apartado (a) para obtener las constantes de atenuacion
de una linea con pequefias pérdidas y de una linea sin distorsion.

SOLUCION

a) La pérdida de potencia media temporal por unidad de longitud en una linea de
transmision con pérdidas es

Pi(z) = $[(2)I°R + [V(2)*G]

Vv
(R + GIZo|He 2

i (8-58)
2Z,)?
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Constante de
atenuacién de una
linea de transmision
con pérdidas

m EJERCICIO 8.4

m EJERCICIO 8.5

Al sustituir las ecuaciones (8-56) y (8-58) en la ecuacion (8-57) se obtiene

1

2R,

(R + G|Zg)))  (Np/m). (8-59)

b) Para una linea con pequefias pérdidas, Z, = R, =4/ L/ C, la ecuacién (8-39) se
convierte en

a"“l i + GR
T2\ Ry ¢

1 C L
-1 (R \/% +G \[E) (8-60)

En el caso de una linea sin distorsion, la ecuacion (8-52) da Z, = R, = v L/C.
Por consiguiente, se aplica la ecuacion (8-60) y da

1 fc({ GL
= — —_ l —
e L( +Rc)’

que, teniendo en cuenta la condicion de la ecuacion (8-46), se reduce a

7
a=R [T (8-61)

Se construye una linea de transmision de placas paralelas altamente conductoras de anchu-
ra w, separadas por un dieléctrico sin pérdidas cuya constante dieléctrica es €,y cuyo espe-
sor es d. Ignore el efecto marginal y razone como debe modificarse lo siguiente si se desea
duplicar su impedancia caracteristica cambiando s6lo un parametro: (a) w, (b) d y (c) €.

La constante de atenuacién a 10 (MHz) de una linea de transmision coaxial sin distorsion
es 0.1 (dB/km). Determine su valor

a) a 50 (Mhz), y
b) a 10 (MHz) si se duplica la constante dieléctrica del material aislante.

RESPUESTA: (a) 0.224 (dB/km), (b) 0.141 (dB/km).

PREGUNTAS DE REPASO

P.8-6 Defina la constante de propagacién y la impedancia caracteristica de una linea de
transmision. Escriba sus expresiones generales en funcion de R, L, G y C para una excita-
cion senoidal.

P.8-7 ;Qué son las microtiras?

P.8-8 ;Qué es una linea de tres placas o triplaca? {Cémo se compara la impedancia carac-
teristica de una linea de tres placas con la de la microtira correspondiente? Explique.
P.8-9 ;Qué se quiere decir con “linea sin distorsion™? ;Qué relacion deben satisfacer los
parametros distribuidos de una linea para que ésta no tenga distorsion?

P.8-10 ;Cual es la relacién entre la constante de atenuacién y la pérdida de potencia en una
linea de transmision?
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COMENTARIOS

1. Lavelocidad de propagacion de una onda en una linea de transmision sin pérdi-
das y en una linea sin distorsion es igual a la velocidad de propagacion, Ipr_e,
de una onda plana no guiada en el medio dieléctrico de la linea.

2. Es muy dificil determinar con exactitud los parametros distribuidos y la impe-
dancia caracteristica de las lineas microtira. Normalmente se emplean formulas
semiempiricas.

3. Una linea sin pérdidas no tiene distorsion, pero una linea sin distorsion puede
tener pérdidas.

4. Las lineas con pérdidas generalmente son dispersivas, a menos que se satisfaga
la ecuacion (8-46).

8-5 CARACTERISTICAS DE LA ONDA EN LINEAS DE TRANSMISION FINITAS

En la seccion §-2 se indico que las soluciones generales de las ecuaciones de Helmholtz
unidimensionales con dependencia armonica con el tiempo (Ecs. (8-10) y (8-11)) para
lineas de transmision son

V)= Ve ™+ Vg e (8-62)
¥ j

I2) =13 e " 4 15 e, (8-63)
donde

|3 V,

Lt SN (8-64)

Ig Iy

como se indico en la seccion 8-4. En el caso de ondas generadas en z = 0 en una li-
nea infinitamente larga solo puede haber ondas directas que se propaguen en la direccion
+ z, de manera que desaparece el segundo término del lado derecho de las ecuaciones
(8-62) y (8-63), que corresponden a ondas reflejadas.

Consideremos ahora el caso general de una linea de transmision finita con im-
pedancia caracteristica Z; y que termina en una impedancia de carga arbitraria Z, , como
se ilustra en la figura 8-4. La longitud de la linea es €. En z = 0 se conecta a la linea
una fuente de voltaje senoidal V, [0° con impedancia interna Z,. En este caso,

14 Vi
(). 1= @59

lo cual obviamente no puede satisfacerse sin el segundo término en el lado derecho de
las ecuaciones (8-62) y (8-63), a menos que Z, = Z,. Dadas las y y Z, caracteristicas
de la linea y su longitud ¢, tenemos cuatro incognitas: V§, Vg, 14 e Iy en las ecua-
ciones (8-62) y (8-63). Estas cuatro incognitas no son todas independientes, ya que deben
satisfacer las relacionesen z =0y z = €.




354 CAPITULO 8 LINEAS DE TRANSMISION
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FIGURA 8-4 Linea de transmision finita terminada en una impedancia de carga Z, .

Haciendo z = £en las ecuaciones (8-62) y (8-63) y utilizando la ecuacion (8-64), tenemos

Vp=Vie ¥ +V5e, (8-66)
Ve .. Wi,
= )
Al resolver las ecuaciones (8-66) y (8-67) para Vj y Vj se tiene
I
Ve =404 + ILZoe" = (Zy + Zo)e™, (8-68)
i _
Vo =44 — ILZo)e™ = (21 — Zo) i (8-69)
Utilizando las ecuaciones (8-68) y (8-69) en las ecuaciones (8-62) y (8-63) se obtiene
I e I S
V() = S (20 + Zo)e™ ™ + (20— Zole By, (8-70)
I W -2
I2) = 57— [(Zy + Zo)e™ ™ = (Zy = Zg)e 7). (8-71)
0

Como €y z aparecen juntas en la combinacién (€ — z), es conveniente introducir una
variable nueva z' = € — z, que es la distancia medida hacia atras desde la carga. Las
ecuaciones (8-70) y (8-71) se transforman entonces en

V(E) = (2, + Zoe” + (2, — Zoke ] 1)

1 i sy
I(z) = f [(Z, + Zo)e"™ —(Zy — Zo)e ™). (8-73)
1]

Las ecuaciones anteriores se simplifican con el uso de funciones hiperbdlicas. Re-
cordando las relaciones
e’ + e " = 2coshyz’ y e’ — e " = 2senhyz,

podemos reescribir las ecuaciones (8-72) y (8-73) como sigue:
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Viz') e l{z') de una
linea finita, en
términos de y, Z,, Z,,
L yz'

La impedancia Z (z')
en términos de 3, Z,,,
Z yz'

Formula general de
laimpedancia de
entrada Z, de una
linea de longitud ¢

Una linea de
transmision esta
adaptada cuando
2, =2,

V(z') = I (Z coshyz’' + Z,senhyz'), (8-74)
IL ' ¥
I(z') = A (Z, senhyz' + Z,coshyz’), (8-75)
0

que pueden usarse para hallar el voltaje y la corriente en cualquier punto de la linea
de transmision en términos de /,, Z,, y y Z, .

La razon V(z')/I(z') es la impedancia mirando hacia la carga desde una distan-
cia z' de la carga.

V(z') Z coshyz' + Zysenhyz'
Z(Z)=——= . ;
© I(z') ®Z, senhyz’ + Z,coshyz’ (8-76)
0
Z, + Zytanhyz'
4 g z i Wil Sl (ol Q‘ :
2 =Log v 7 fanhye ) (8-77)

En el extremo fuente de la linea, z' = €, el generador ve en la linea una impedancia
de entrada Z..

Z, + Zytanhy/
T A i i LAY

¢ “°Zy+ Z, tanhy/ (818

En lo referente a las condiciones en el generador, podemos sustituir la linea de trans-
mision finita terminada por Z, como se ilustra en la figura 8-5. El voltaje de entrada
V,y la corriente de entrada 7, de la figura 8-4 se determinan facilmente a partir del
circuito equivalente de la figura 8-5.

Teniendo en cuenta la ecuacion (8-78), es evidente que cuando Z; =2l =7
sin importar la longitud, ¢, de la linea. En esta condicion, se dice que la linea est4
adaptada. Posteriormente hablaremos mas acerca de esta condicion.

En la mayoria de los casos se puede considerar que los segmentos de linea de
transmision no tienen pérdidas: y= jB, Z, = R, y tanh y€ = tanh (jp€) = j tan pE.

FIGURA 8-5
generador.

Circuito equivalente de la linea de transmision de la figura 8-4, en el extremo del

y ”QT I

|
...l_«:
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Férmula de la
impedancia de
entradaZ, de una
linea sin pérdidas de
longitud £

La formula de la ecuacion (8-78) para la impedancia de entrada Z; de una linea sin pér-
didas de longitud ¢ terminada en Z; es entonces

Z, + JRyt 4
7 L jRotan

= Ro g e b7 (). (Linea sin pérdidas) (8-79)

8-5.1 LINEAS EN CIRCUITO ABIERTO Y EN CORTOCIRCUITO

Impedancia de
entrada de una
linea sin pérdidas
terminada en
circuito abierto

La impedancia de
entrada de una linea
muy corta terminada
en circuito abierto
es puramente
capacitiva.

Es poco comiin usar
lineas terminadas
en circuito abierto
como elementos de
circuito.

Impedancia de
entrada de una linea
sin pérdidas en
cortocircuito

Las lineas de transmision no solo pueden usarse como estructuras para guiar ondas que
transmiten potencia e informacién de un lugar a otro; también pueden servir como ele-
mentos de circuitos a frecuencias ultraaltas (UHF), de 300 (MHz) a 3 (GHz). A estas
frecuencias es dificil fabricar elementos de circuito concentrados, como inductancias
y capacitancias, y los campos de dispersion son un factor importante. Los elementos
en circuito abierto y en cortocircuito (cortocircuitados) pueden actuar como inductancias
o capacitancias. Las dimensiones fisicas los circuitos de lineas de transmision son de-
masiado pequefias a frecuencias superiores a UHF y en este caso seria conveniente usar
las componentes en guias de ondas que se analizaran en el capitulo siguiente.

A. Linea en circuito abierto (Z; — »).
A partir de la ecuacion (8-79) tenemos
L
tan fif

Z,=jXi,= = —jRycol . (8-80)
La ecuacion (8-80) nos dice que la impedancia de entrada de una linea sin pérdidas
en circuito abierto es puramente reactiva. Sin embargo, la linea puede ser capacitiva
o inductiva porque la funcién cot € puede ser positiva o negativa, dependien-
do del valor de g€ (= 2m€/A).

Si la longitud de una linea en circuito abierto es muy corta en comparacion
con una longitud de onda, g€ < |, podemos obtener una formula muy simple para
su reactancia capacitiva si observamos que tan g€ = p€. A partir de la ecuacion
(8-80),

Ry o JEHE o]

A (881)

que es la impedancia de una capacitancia de C¢ farads.

En la practica no es posible obtener una impedancia de carga infinita en el
extremo de una linea de transmision, sobre todo a frecuencias altas, debido al aco-
plamiento con objetos cercanos y la radiacion por el extremo abierto.

Zi =ij'n S,

B. Linea en cortocircuito (Z; = 0).
En este caso la ecuacion (8-79) se reduce a

Zy = JXis = JjRgtan pe. (8-82)
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Una linea de cuarto
de longitud de onda
terminada en
cortocircuito de
hecho es un circuito
abierto.

La impedancia de
entrada de una linea
muy corta terminada
en cortocircuito es
puramente
inductiva.

B EJERCICIO 8.6

® EJERCICIO 8.7

Como tan ¢ puede variar entre — oo y + oo, la impedancia de entrada de una li-
nea sin pérdidas en cortocircuito puede ser puramente inductiva o capacitiva, de-
pendiendo del valor de g€. En particular, si ¢ =m/2 o € =A/4 Z_ se hace infinita
en la ecuacion (8-82). Por lo tanto, una linea de transmision de un cuarto de lon-
gitud de onda en cortocircuito es de hecho un circuito abierto.

Si la longitud de la linea en cortocircuito es muy corta en comparacion con
una longitud de onda, € < 1, la ecuacion (8-82) es aproximadamente

L
Zi,=jX = jRopt =j\/;w\/ LC¢ = jolt,

que es la impedancia de una inductancia de L¢ henrys.

(8-83)

Demuestre que una linea de transmision de un cuarto de longitud de onda sin pérdidas transfor-
ma la impedancia de carga en otra impedancia en los terminales de entrada igual al inverso
de la impedancia de carga multiplicado por el cuadrado de la resistencia caracteristica; s
decir, Z,= R2Z,.

Demuestre que una lineca de media longitud de onda transforma sin cambio alguno una impe-
dancia de carga a sus terminales de entrada.

8-5.2

IMPEDANCIA CARACTERISTICA Y CONSTANTE DE PROPAGACION A

PARTIR DE MEDICIONES EN LA ENTRADA

Calculo de Z, y yde
una linea a partir de
las impedancias de
entrada medidas en
condiciones de
circuito abierto y
cortocircuito

Podemos determinar la impedancia caracteristica y la constante de propagacion de una
linea de transmision midiendo la impedancia de entrada de una seccion de linea en
condiciones de circuito abierto y cortocircuito. Las expresiones siguientes se derivan
directamente de la ecuacion (8-78):

Linea en circuito abierto, Z, — oo: Z;, = Zycothyt, (8-84a)
Linea en cortocircuito, Z, = 0: Z,.= ZytanhyZ. (8-84b)
Con base en las ecuaciones (8-84a) y (8-84b) tenemos
Zo=\ZiZi Q) (8-85)
¥
b tpdyt | d/ 8-86
V=7 E (rad/m). (8-86)

Las ecuaciones (8-85) y (8-86) son faciles de calcular.

EJEMPLO 8-3

Un generador de sefiales con resistencia interna de 1 (€2) y voltaje en circuito abierto vg(f)
=0.3 cos 27103/ (V) estd conectado a una linea de transmision sin pérdidas de 50(€2).
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La linea tiene 4 (m) de longitud y la velocidad de propagacion de la onda en la linea es
de 2.5 x 108 (m/s). Para una carga adaptada, encuentre (a) las expresiones instantaneas
del voltaje y la corriente en una posicion arbitraria de la linea, (b) las expresiones instan-
taneas del voltaje y la corriente en la carga y (c) la potencia media transmitida a la carga.

SOLUCION

a)

Para hallar el voltaje y la corriente en una posicion arbitraria de la linea, primero
hay que determinar sus valores en el extremo de entrada (z = 0, z'= £). Las
cantidades dadas son las siguientes:

V,=03/0° (V), un fasor con referencia coseno,

Z,=R,=1 (),
Zy=Ry =50 (Q),

w=2n x 10® (rad/s),

u, = 2.5 x 10° (m/s),

£=4 (m)
Como la linea estd terminada en una carga adaptada, Z = Z; = 50 (£2). Podemos
calcular el voltaje y la corriente en los terminales de entrada teniendo en cuen-
ta el circuito equivalente de la figura 8-5. Tenemos

Z, 50

P T 0.3/0° = 0.294/0° (V),
=7 1z, 1T+%" 2 & V)
v, 03/

I.

= = = 0.0059/0° (A).
‘T Z,+Z, 1450 & @

Puesto que en una linea adaptada solo pueden existir ondas que se pro-
paguen en la direccion positiva, utilizamos las ecuaciones (8-54) y (8-55) para
el voltaje y la corriente, respectivamente, en una posicion arbitraria. Para la linea
dada, a =0y

w 2nx 108

P
Por consiguiente,
V(z) = 0.294e 08" (V)
1(z) = 0.0059¢ /8% (A).
Estos son fasores. Las expresiones instantdneas correspondientes son, a partir de
las ecuaciones (8-6) y (8-7),

Wz, 1) = Re[0.294¢/2710% ~0-8x]

= 0.294 cos (2n10%¢ — 0.8nz) (V),
i(z, 1) = Re[0.0059¢/2710%~0:852)]

= 0.0059 cos (2n10%t — 0.87nz) (A).
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EJEMPLO 8-4

b) En la carga, z = € = 4 (m),
(4, t) = 0.294 cos (2n10%t — 3.2n) (V),
i(4, 1) = 0.0059 cos (2n10% — 3.2m) (A).
¢) La potencia media transmitida a la carga en una linea sin pérdidas es igual a la
que existe en los terminales de entrada.
(PuL = (Py)i = 1R[V(2)I*(2)]
= 14(0.294 x 0.0059) = 8.7 x 107*(W) = 0.87 (mW).

Las impedancias en circuito abierto y cortocircuito medidas en los terminales de en-

trada de una linea de transmision sin pérdidas de longitud 1.5 (m), que es inferior a

un cuarto de longitud de onda, son —j54.6 (€2) y j103 (£2), respectivamente.

a) Calcule Z; y yde la linea.

b)  Sin cambiar la frecuencia de operacion, calcule la impedancia de entrada de una
linea en cortocircuito que tenga dos veces la longitud especificada.

¢)  ;Qué longitud debe tener la linea en cortocircuito para que aparezca como un
circuito abierto en los terminales de entrada?

SOLUCION
Las cantidades especificadas son
Z,= —j54.6, Z;, =j103, £o=:15
a) Usamos las ecuaciones (8-85) y (8-86) para hallar

Zo =/ —j546(j103) =75 (Q),

1 ~ j103 J = ;
= — h 1 _ —— : " == . .
T tan / 546~ 15 tan~ ' 1.373 = j0.628 (rad/m)

b) Para una linea en cortocircuito del doble de longitud, € = 3.0 (m),
y£ = j0.628 x 3.0 = j1.884 (rad).
La impedancia de entrada es, teniendo en cuenta la ecuacion (8-84b),
Z,. = 75tanh(j1.884) = j75tan 108°
=j75(—3.08) = —j231 (Q).

Observe que para la linea de 3 (m) en cortocircuito, Z, es ahora una reactancia ca-

pacitiva, mientras que en la linea mas corta de 1.5 (m) es una reactancia inductiva.

¢) Para que una linea en cortocircuito aparezca como un circuito abierto en los
terminales de entrada, su longitud debe ser un multiplo impar de un cuarto de
longitud de onda, con la cual tan € — o en la ecuacion (8-22).

27[_ 2n
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Por lo tanto, la longitud requerida de la linea es

A A

=25+5n-1) (m), n=1223,....

PREGUNTAS DE REPASO

10

P.8-11 ;Qué significa una “linea de transmisién adaptada
P.8-12 ;De qué factores depende la impedancia de entrada de una linea de transmision?
P.8-13 ;Cual es la impedancia de entrada de una linea de transmision sin pérdidas termi-
nada en circuito abierto si la longitud de la linea es (a) /4, (b) A2 v (¢) 314/47

P.8-14 ;Cuil es la impedancia de entrada de una linea de transmision sin pérdidas termi-
nada en un cortocircuito si la longitud de la linea es (a) A/4, (b) A/2 y (c) 3A4/47

P.8-15 ;Es inductiva o capacitiva la impedancia de entrada de una linea de transmisién de
A/8 de longitud si esta (a) terminada en un circuito abierto, (b) terminada en un cortocir-
cuito?

P.8-16 ;Cudl es la impedancia de entrada de una linea de transmision sin pérdidas de lon-
gitud € que termina en una impedancia de carga Z, si (a) £ = A2y (b) €= A?

P.8-17 Describa un método para determinar la impedancia caracteristica y la constante de
propagacion de una linea de transmision.

COMENTARIOS

1. Laimpedancia de entrada de una linea de transmision que termina en una impe-
dancia caracteristica es igual a la impedancia caracteristica, sin importar la lon-
gitud de la linea.

2. Aligual que en el caso de una linea de transmision infinita, solo existen ondas
directas en una linea que termina en su impedancia caracteristica. Las condicio-
nes del circuito en el extremo de la entrada (emisor) de una linea infinita y de una
linea adaptada son iguales.

3. Laimpedancia de entrada de una linea de longitud ¢ terminada en un cortocir-
cuito es jR, tan B¢; puede ser inductiva o capacitiva.

4. Laimpedancia caracteristica y la constante de propagacion de una linea pueden
determinarse midiendo las impedancias de entrada con la linea terminada en un
circuito abierto y en un cortocircuito,

8-5.3 COEFICIENTE DE REFLEXION Y RAZON DE ONDA ESTACIONARIA

En una linea de transmision de longitud finita, como la que se ilustra en la figura
8-4, las ondas de voltaje y corriente que se propagan desde el extremo del generador
hacia la carga Z; producirdn ondas de voltaje y corriente reflejadas si Z, # Z;. Ya hemos
determinado el voltaje a una distancia cualquiera z'= € — z de la carga mediante la
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Definicion del
coeficiente de
reflexion en voltaje
de una impedancia
de cargaZ,

El coeficiente de
reflexién en
corriente es igual al
negativo del
coeficiente de
reflexion en voltaje.

Definicion de la
razén de onda
estacionaria (SWR)

ecuacion (8-72), en la que el término con e’ representa la onda de voltaje incidente
y el término con e ' representa la onda de voltaje reflejada. Podemos escribir

I , oay
Viz) =-= Z e’ £ 2yz
() 2(2L+ o)e [1+Z[,+Zoe

IL M )i

= E{Z,_ + Zo)e? [1 + Te™*%%], (8-87)

donde

ZL for o Zo 0

= —_—— — 1— Jer 1 . . = _
7 % 2, II'le (Sin dimensiones) (8-88)

es la razon de las amplitudes complejas de las ondas de voltaje reflejada e incidente
en la carga (z' = 0) y se denomina coeficiente de reflexién en voltaje de la impedancia
de carga Z, . Tiene la misma forma que la definicion del coeficiente de reflexion de
la ecuacion (7-94) para una onda plana que incide normalmente sobre una superficie
de separacion plana entre dos medios dieléctricos. Por lo general se trata de una cantidad
compleja con magnitud |I'] < 1.

La ecuacion correspondiente a F(z') en la ecuacion (8-87) es, a partir de la ecua-
cion (8-73),

Iz') = 2;7:{2“ + Zgle*[1 — e 277,

El coeficiente de reflexion en corriente, definido como la razén de las amplitudes com-

(8-89)

plejas de las ondas de corriente reflejada e incidente en la carga (z' = 0), es el negativo
del coeficiente de reflexion en voltaje, como puede deducirse de la ecuacion (8-64). En
lo que resta del texto s6lo haremos referencia al coeficiente de reflexion en voltaje. Si
una linea de transmision est4 adaptada (es decir, si Z, = Z;), I'= 0 y no hay reflexion en
la carga. Cuando Z, # Z, existen ondas estacionarias de voltaje y corriente en la linea,
de acuerdo con las ecuaciones (8-87) y (8-89), las cuales presentan maximos y minimos.

De forma anéaloga al caso de la onda plana descrito por la ecuacién (7-98), de-
finimos la razon de los voltajes maximos y minimos en una linea finita terminada como
la razon de onda estacionaria (SWR, Standing-Wave Ratio), S

LA
IVminI L= |r|

(Sin dimensiones). (8-90)

La razon de onda estacionaria puede variar de 1 (][] = 0, carga adaptada) a o (]I = 1,
circuito abierto o cortocircuito), dependiendo del valor de Z . Debido a este amplio
intervalo de valores de S, lo mas usual es expresarla en una escala logaritmica: 20 log,,S
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en (dB). En una linea no es deseable una razén de onda estacionaria elevada, ya que
da lugar a una gran pérdida de potencia. La relacion inversa de la ecuacion (8-90) es
Calculo de T a S—1 o X
partir de la razén de IT}= ey (Sin dimensiones). (8-91)

onda estacionaria

EJEMPLO 8-5

La razén de onda estacionaria en una linea de transmision puede medirse facilmente
tomando la razdén de las intensidades maxima y minima de campo detectadas por una
pequefia sonda que se introduce en la linea a través de una estrecha ranura a lo largo
de una seccion de la linea. A partir de la ecuacion (8-90), S= |V . [/|V .| ¥ [T se
obtiene con la ecuacién (8-91). Podemos determinar el d4ngulo 6. a partir de la posicion
de V_, o V_..(Ladistancia entre dos maximos o dos minimos consecutivos del voltaje
es media longitud de onda.) Una vez que hemos determinado [I'| y 8, se calcula Z;
usando la ecuacién (8-88), como se vera en el ejemplo 8-5.

Para una linea de transmision sin pérdidas, y=jp y las ecuaciones (8-87) y (8-89)

se convierten en

V(2= 1'2—“(2I~ + Ro)e [1 + |I|eir~267] (8-92)
b 4
i o s
I(z') = '2_;{;{2" + Ro)e"” il == iﬂe’“’f 24 I]. (8-93)

La razén de onda estacionaria en una linea de transmision sin pérdidas de 50 () ter-
minada en una impedancia de carga desconocida es 3.0. La distancia entre dos mini-
mos consecutivos del voltaje es 20 (cm) y el primer minimo se encuentra a 5 (cm) de
la carga. Determine (a) el coeficiente de reflexion I' y (b) la impedancia de carga Z, .

SOLUCION
a) La distancia entre dos minimos concecutivos del voltaje es media longitud de onda.

' 2 2n
1=2x02=04 (m), B= —} = =% =5n (rad/m)

Determinamos la magnitud del coeficiente de reflexion, [T, a partir de la razon

de onda estacionaria dada § = 3 y la ecuacion (8-91)

s—1 3-1
=——=——=05.
Ir] S+1 341
Para determinar el dngulo 8 se observa en la ecuacion (8-92) que el primer
minimo de voltaje ocurre cuando

Or — 2Bz, = —m,
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m EJERCICIO 8.8

También ocurre
reflexion en el
extremo del
generador (ala
entrada) si Z!F #Z,.

donde z; denota la posicion del primer minimo de voltaje. Tenemos

O = 2Bz, — n
=2x5tx005—n=—051r= —n/2 (rad)
Por lo tanto,

I = [Me’® = 0.5¢ ™2 = —j0.5.

b) Laimpedancia de carga Z, se determina con la ecuacion (8-88).

P ~150

ot S T,
Z. w850 L
50 — j25
s el g ;
LT 14708 A &)

Repita el ejemplo 8-5 con la misma linea de transmision sin pérdidas de 50 (£2) operando a
la misma frecuencia, pero con distinta resistencia de carga desconocida. Si la razon de onda
estacionaria es 2.5 y ¢l voltaje maximo aparece en la carga, calcule (a) el coeficiente de reflexion
I', v (b) la impedancia de carga Z,.

RESPUESTA: (a) 0.43, (b) 125.4 (Q2).

En las ecuaciones (8-87) y (8-89) expresamos el voltaje ¥(z") y la corriente /(z")
en una linea de transmision finita terminada en Z; en términos de la corriente de carga
I, y el coeficiente de reflexion en voltaje I" de la carga. No se mencionaron las con-
diciones en el extremo de entrada o generador; sin embargo, es evidente que /; depen-
de de las condiciones en el extremo de entrada. Si se conecta un generador de voltaje
V, con impedancia interna Z, a la entrada de la linea, como en la figura 8.4, tenemos
la condicion siguiente:

Vi=V, - LZ, (8-94)

£

donde ¥, e I, se obtienen al asignar z' = € en las ecuaciones (8-87) y (8-89), respec-
tivamente. En lo referente a las ondas de voltaje viajeras, un voltaje de entrada V, =
V,Z(Z, + Z,) se propaga hacia la carga con velocidad u, = w/B en cuanto se conec-
te el generador a los terminales de entrada de la linea. Si Z; # Z, la onda incidente se
refleja en la carga con coeficiente de reflexion I'. Esta onda reflejada viaja de regre-
so al extremo de entrada con la misma velocidad U, Si Zg # Z,, se produce otra reflexion
con coeficiente I') = (Z, - Z[])a’(Zsjr + Z,). El proceso anterior se repite indefinidamen-
te, con reflexiones en ambos extremos, y la onda estacionaria ¥/(z') serd la suma de todas
las ondas que se propagan en ambas direcciones,

Si Z, = Z, (carga adaptada), I serd igual a cero y solo habra una onda que se
propaga desde el generador y que termina en la carga. Si Z; # Z,, pero ZH = Z,, habra
una onda inicial que se propaga desde el generador hacia la carga (onda incidente)
y una onda reflejada que regresa desde la carga y termina en el generador.
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EJEMPLO 8-6

Un generador de 100 (MHz) con V:? = 10/0° (V) y resistencia interna de 50 (Q) se
conecta a una linea aérea sin pérdidas de 50 (€2) de 3.6 (m) de longitud y que termi-
na en una carga de 25 + j25 (). Determine (a) ¥(z) a la distancia z del generador, (b)
V. en los terminales de entrada y ¥ en la carga, (c) la razon de onda estacionaria en
la linea y (d) la potencia media suministrada a la carga.

SOLUCION
M(mos a la figura 8-4, las cantidades dadas son

v, =10/0° (V), Z, =50 (%), f=10% (Hz),

Ry, =50 (), Z, =25+ j25=3536/45" (Q), £ =36 (m)
Por lo tanto,

®w 2nl0*  2n
ﬁ = _f; = 3—)('—'1'6-8" = T {rad;"n’l), ﬂ{ = 24n (l'ad),

_Z -2y (2542550 —25+j25  35.36/135°
TZ +Zy, (5+j25+50  75+j25 79.1/18.4°
= 0.447/116.6° = 0.447/0.648m,
I', = 0. (Hay sélo una onda incidente y una onda reflejada.)
a)  Para hallar V(z) sustituimos V(z' = €) = V. de la ecuacion (8-87) e /(z' = €) =
I, de la ecuacion (8-89) en la ecuacion (8-94), para determinar asi
IL(Z, + Zy)e” =V, (8-95)

Al usar la ecuacion (8-95) en la ecuacion (8-87) se obtiene

r

Viz) = % e[ 4 [e 12021, (8-96)
Para este problema,
V(Z) - 1228—}2*:!3[1 + 0_447ej(0.643—4.8|xej4u.f3]

= 5[e~ 92713 4 0.447¢i2H3-015m] (v,
b) En los terminales de entrada,

V, = V(0) = 5(1 + 0.447¢~7%1%27)

= 5(1.396 — j0.207)

= 7.06/—8.43° (V).
En la carga,
W = V(3.6) = 5[e /%" + 0.447¢/0-2487]

= 5(0.627 — j0.637) = 4.47/—455° (V).
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m EJERCICIO 8.9

¢) Larazon de onda estacionaria (SWR) es

_ 1L+ 1+ 0447

S = -
1—|T]  1-—0447

= 2:62.

d) La potencia media suministrada a la carga es

"2 < MY sk iw
L =5 355g) X 2=020 (W)

Pawzl
2

n

Zy

Encuentre la potencia media suministrada a una carga adaptada Z, = Z, = 50 + j0 (€2) en ¢l
circuito de linea de transmision del ejemplo 8-6. Explique la diferencia entre su respuesta
y el resultado que obtuvo en el apartado (d) del ejemplo.

RESPUESTA: 0.25 (W).

PREGUNTAS DE REPASO

P.8-18 Defina el coeficiente de reflexion en voltaje. {Es lo mismo que el “coeficiente de reflexion
en corriente™? Explique.

P.8-19 Defina la razon de onda estacionaria. ;Como se relaciona con los coeficientes de
reflexion en voltaje y corriente?

P.8-20 ;Por qué no es deseable una razon de onda estacionaria elevada en una linea de transmision?

P.8-21 ;Cuiles son los valores de Ty S en una linea terminada en un circuito abierto? ;Y
terminada en un cortocircuito?

P.8-22 Explique la forma en que se puede determinar el valor de una resistencia de carga
midiendo la razén de onda estacionaria en una linea de transmision sin pérdidas.

COMENTARIOS

1. Siuna linea de transmision no estd adaptada (Z; # Z,, " # 0), existira una onda
estacionaria en la linea. La distancia entre dos maximos (o minimos) consecuti-
vos de voltaje es A/2 y la distancia entre V, . y V. vecinos es A/4.

2. En una linea sin pérdidas con resistencia caracteristica R, terminada en una re-
sistencia R,, aparece ¥, enla cargasi R, > R,y V,, si R <R, Esto puede
observarse en la ecuacion (8-92) asignandoz'= 0y viendo en la ecuacion (8-88)
que 8.=0paraR >R,y 6. = wpara R, <R,.

3. Remitase al circuito de la linea de transmision finita de la figura 8-4 y suponga
que en 7 = 0 se conecta el generador. Se llegara a un estado estacionario en la
linea: (a)ent, = (‘fup =pllwsi Z, = Z, (tanto si A ZycomosiZ #Z))y (b)en
2,512 # ZyyZ,=2,
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Los diagramas
simplifican los
calculos
relacionados con
las lineas de
transmision.

Diagrama de Smith

Los calculos de lineas de transmision por lo general implican operaciones muy tediosas
de nimeros complejos. Esto se puede evitar si se usa un método grifico de solucion.
El método grafico mas conocido y utilizado es el diagrama de Smith, desarrollado por
P. H. Smith." Un diagrama de Smith es una representacion grafica, en el plano del
coeficiente de reflexion, de las funciones de resistencia y reactancia normalizadas.

Para comprender la forma de elaborar un diagrama de Smith para una linea de
transmision sin pérdidas, veamos antes el coeficiente de reflexion en voltaje de la im-
pedancia de carga, definido en la ecuacion (8-88):

Z, — Ry
Z_+R,
Normalicemos la impedancia de carga Z, con respecto a la impedancia caracteristica
R,= +L/C dela linea.
wln Bu gl 0 Sin dimensiones)

R R, J s J (Sin dimensiones), (8-98)
donde r y x son la resistencia normalizada y la reactancia normalizada, respectivamente.
Podemos reescribir la ecuacion (8-97) como sigue:

T = |I|efr, (8-97)

Zy

zp — 1

F=F,+jr,-=z——ﬁ,
L

(8-99)

donde I', y T, son las partes real ¢ imaginaria del coeficiente de reflexion en voltaje
I'. La relacion inversa de la ecuacion (8-99) es

1+ 1+ [

S R S T (8-100)

Si expresamos z, y I' por sus componentes real e imaginaria tenemos
e D) +IT, o
O TS v T O (et

Multiplicando el numerador y el denominador de la ecuacion (8-101) por el com-
plejo conjugado del denominador, para después separar las partes real e imaginaria,
se obtiene

1 -T? -1}
PR -TF+ I shes
y
2T,
X =(ITF,-)E_+—F,-2‘ (8-103)

PP, H. Smith, “Transmission-line calculator”, Electronics, vol. 12, pag. 29, enero de 1939; y “An improved
transmission-line calculator”, Electronics, vol. 17, pag. 130, enero de 1944,
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Ecuacion de
circulos de r
constante en un
diagrama de Smith

Ecuacion de
circulos de x
constante en un
diagrama de Smith

Si se representa graficamente la ecuacion (8-102) en el plano I', - I, para un valor
determinado de r, la grafica resultante es el lugar geométrico de esta r. El lugar geomé-
trico puede reconocerse al reorganizar la ecuacion como sigue:

2 2
1+ Lo

Esta es la ecuacion de un circulo con radio 1/(1 + r) centradoen I', = ¥/(1 + 1)y
T, = 0. Los distintos valores de r dan circulos de radio diferente, con centro en distin-
tas posiciones del eje I',. En la figura 8-6 se presenta una familia de circulos r, dibujada
con lineas solidas. Puesto que || < 1 en una linea sin pérdidas, sélo tiene significa-
do la parte de la grafica que esta dentro del circulo unitario en el plano T', - T"; po-
demos descartar todo lo que quede fuera. Observe que todos los circulos pasan por el

punto (1, 0). El circulo » = 0, con radio unidad y centrado en el origen, es el mas grande.

(8-104)

Asi mismo, podemos reorganizar la ecuacion (8-103) como

(o -
X X

(8-105)

FIGURA 8-6  Diagrama de Smith con coordenadas rectangulares.

T,

1.0

[

5C

N
Linea I' =1
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Situacion del punto
de cortocircuitoP,
y del punto de
circuito abiertoP
en un diagrama de
Smith

El diagrama de
Smith en el plano
del coeficiente de
reflexion puede
marcarse con
coordenadas
rectangulares T, - T,
o con coordenadas
polares I - 6.

Situacién de los
puntos que
representanV . vy
V.., €n un diagrama
de Smith

CAPiTULO 8 LiNEAS DE TRANSMISION

Esta es la ecuacion de un circulo con radio 1/[x| centrado en IL=1yT,=1/x Los
distintos valores de x generan circulos con diferentes radios y centros en distintas
posiciones de la linea I', = 1. En la figura 8-6 se presenta con lineas punteadas una
I'| = 1. Todos los circulos x

familia de las porciones de circulos x dentro del limite
también pasan por el punto (1, 0). Sus centros estan por encima del eje T, si x > 0
(reactancias inductivas) y por debajo del eje si x < 0 (reactancias capacitivas). El radio
del circulo x es mayor a medida que disminuye |x| y el lugar geométrico de x = 0 de-
generaenel eje I

Es posible demostrar que los circulos r y x siempre son ortogonales entre si. La
interseccion de un circulo # y un circulo x define un punto que representa una impedancia
de carga normalizada z, = r + jx. La impedancia de carga real es Z, = R (r + jx).

Como ejemplo, el punto P de la figura 8-6 es la interseccion del circulo » = 1.7
y el circulo x = 0.6. (El mismo punto P se localiza de manera mas precisa en ¢l diagra-
ma detallado de la figura 8-8.) Por lo tanto, representa z, = 1.7 + j0.6. El punto P,
en (I',/=—1, I, = 0) corresponde a r =0 y x = 0 y por consiguiente representa un cor-
tocircuito. El punto P en (I, = 1, I', = 0) corresponde a una impedancia infinita y
representa un circuito abierto.

El diagrama de Smith de la figura 8-6 estd marcado con las coordenadas rectan-
gulares I', y I',. Podemos marcar el mismo diagrama con coordenadas polares, de
manera que cada punto del plano T esté especificado por una magnitud [T y un an-
gulo de fase 6. Esta situacion se ilustra en la figura 8-7, donde se muestran varios
circulos || con lineas punteadas; asi mismo, se marcan algunos angulos 6. alrededor
del circulo |I'] = 1, que es lo mismo que el circulo r = 0. Los circulos || usualmen-
te no aparecen en los diagramas de Smith comerciales; sin embargo, una vez que se
localiza el punto que representa una determinada z, = r + jix, es bastante sencillo dibujar
un circulo centrado en el origen que pase por el punto. La distancia fraccionaria del
centro al punto (comparada con el radio unitario del borde del diagrama) es igual a
la magnitud |I"| del coeficiente de reflexion en voltaje; el angulo que forma la linea
al punto con el eje real es 6. Esta determinacion grafica evita la necesidad de calcular
I" mediante la ecuacion (8-99).

Cada uno de los circulos |I'| corta al eje real en dos puntos. En la figura 8-7
designamos ¢l punto en el eje real positivo (OP, ) como P,,y el punto en el eje real
negativo (OP ) como P, . Puesto que x = 0 sobre el ¢je real, P,, y P, representan si-
tuaciones con una carga puramente resistiva, Z, = R, . Por supuesto, R, > R en P,
donde r, > 1;y R, < R,en P, donde r, < 1. Los puntos P,, y P, corresponden a las

respectivamente. Tenemos

posiciones de V. y V ..
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FIGURA 8-7  Diagrama de Smith con coordenadas polares.

Determinacién de la
razén de onda
estacionaria, S, en
un diagrama de
Smith

R.—Ry r.—1
=m=r,_+l

S—1 (8-106)
W

Asi, § = r = R /R, para R, > R. Entonces, el valor del circulo r que pasa por el punto
P,, es numéricamente igual a la razon de onda estacionaria. Podemos ver que |T'] =
1/3 y 6. = 28° para el punto z; = 1.7 + j0.6, marcado como P en la figura 8-7. En P,,,
r =8 = 2.0. Estos resultados se pueden comprobar analiticamente.

Hasta ahora hemos basado la construccion del diagrama de Smith en la definicion
del coeficiente de reflexion en voltaje de la impedancia de carga, expresado por la ecua-
cion (8-88). La impedancia de entrada, mirando hacia la carga desde una distancia z'
de la carga, es la razon de M(z') e /(z'). A partir de las ecuaciones (8-87) y (8-89) te-
nemos, escribiendo j§ en lugar de y para una linea sin pérdidas,

3 —j2fpz’

_¥z) Ro[l + e % :|

Tz 1 —Te /27

La impedancia de entrada normalizada es

Z.(2) (8-107)
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Determinacion de la
impedancia de
entrada
normalizada, z, en
un diagrama de
Smith

EJEMPLO 8-7

donde

¢ = 0y — 282" (8-109)
Puede verse que la ecuacion (8-108) que relaciona z; y T'e /2" = [['|e¢"/? tiene exacta-
mente la misma forma que la ecuacion (8-100) que relaciona z; y I' = [[|e/?T. De he-
cho, la segunda es un caso especial de la primera para z' = 0 (¢ = ;). La magnitud,
IT|, del coeficiente de reflexion, y por consiguiente de la razén de onda estacionaria
S, no cambia con la longitud adicional de la linea, z'. Por lo tanto, asi como podemos
utilizar el diagrama de Smith para hallar |I'| y 8- para una z, determinada en la carga,
podemos mantener constante |I'| y restar (girar en sentido contrario al de las agujas del
reloj) un angulo igual a 28z’ = 4mz'/A a partir de 6. Con esto se localizara el punto de
IT|e/? que determina z,, la impedancia de entrada normalizada mirando hacia la linea
sin pérdidas con impedancia caracteristica Ry, longitud z’ e impedancia de carga nor-
malizada z, . Normalmente sobre el perimetro del circulo [['| = 1 se proporcionan dos
escalas adicionales en Az%/A para facilitar la lectura del cambio en fase 28(Az") como
resultado de un cambio en la longitud de la linea Az". La escala exterior se identifica
como “longitudes de onda hacia el generador” (“wavelengths toward generator”) en
el sentido de las agujas del reloj (aumento en z'); la escala interior se identifica como
“longitudes de onda hacia la carga” (“wavelengths toward load”) en el sentido con-
trario al de las agujas del reloj (reduccion en z'). La figura 8-8 es un diagrama de Smith
genérico, disponible comercialmente.” Su apariencia es complicada, pero en realidad
s6lo consiste en circulos de » y x constante. Comentaremos que un cambio de me-
dia longitud de onda en la longitud de la linea (Az’ = A/2) corresponde a un cambio
28(Az") = 2men ¢. Una revolucion completa alrededor de un circulo [I'| regresa al
mismo punto y no produce cambios en la impedancia.

Ilustraremos con ejemplos el uso del diagrama de Smith para resolver algunos

problemas tipicos de lineas de transmision.

Use el diagrama de Smith para hallar la impedancia de entrada de una seccion de li-
nea de transmision sin pérdidas de 50 (Q) con longitud de 0.1 longitudes de onda, ter-
minada en un cortocircuito.

SOLUCION
Dado
zp =0,
R, =50 (),
z' = 0.14

1. Determine en el diagrama de Smith la interseccion de » =0y x = 0 (punto P,
en el extremo izquierdo del diagrama; vea la Fig. 8-9).

t Todos los diagramas de Smith usados en este libro estan reimpresos con autorizacién de Emeloid Industries,
Inc., Nueva Jersey.
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I
 Couronsurll) oa ¢
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0 e

FIGURA 8-8  Diagrama de Smith. (El punto P es el mismo que en las figuras 8-6 y 8-7.)

2. Avance 0.1 “longitudes de onda hacia el generador” por el borde del diagrama
(IT] = 1), en sentido de las agujas del reloj hacia P,.

3. En P, lealos valores r =0y z = 0.725, 0 z, = j0.725. De esta manera, Z, = Rz,
= 50(j0.725) = j36.3 (L2). (La impedancia de entrada es puramente inductiva.)

Podemos comprobar este resultado utilizando la ecuacion (8-82):

2
Z, = jRotan p¢ = jS0tan (-;5) 0.14

=j50tan 36° =j363 (Q).
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FIGURA 8-9  Célculos en el diagrama de Smith para los ejemplos 8-7 y 8-8.

m EJERCICIO 8.10 La impedancia de entrada de una linea de transmision en circuito abierto de 75 (£2) es una
reactancia capacitiva de 90 (). Use el diagrama de Smith para determinar la longitud de
la linea en longitudes de onda.

RESPUESTA: 0.114.

EJEMPLO 8-8
Una linea de transmision sin pérdidas cuya longitud es 0.4344 y cuya impedancia ca-
racteristica es de 100 () esta terminada en una impedancia de 260 + 180 (€2). Calcule
(a) el coeficiente de reflexion en voltaje, (b) la razon de onda estacionaria, (c) la im-
pedancia de entrada y (d) la posicion del valor maximo de voltaje mas cercano a la carga.
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SOLUCION
Dado
' = 04344,
R, =100 (),
Z, =260+ j180. (Q).

a)  Para hallar el coeficiente de reflexion en voltaje se siguen varios pasos:
1. Determine en el diagrama de Smith el valor de la impedancia z, = Z; /R,
=2.6 + 1.8 (punto P, de la figura 8-9).

2. Con el centro en el origen, dibuje un circulo de radio OP,= [I'| = 0.60. (El
radio del diagrama OP,_ es igual a la unidad.)

3.  Dibuje la linea recta OP, y extiéndala hasta P, en la periferia. Lea el valor
0.220 en la escala “longitudes de onda hacia el generador”. El angulo de
fase O del coeficiente de reflexion es (0.250 — 0.220) x 47 = 0.127 (rad)
0 21.6°. (Se multiplica por 47 el cambio en longitudes de onda porque los
angulos en el diagrama de Smith se miden en 28z’ 0 47z'/A.) Este angulo
también puede leerse en las marcas en la periferia. La respuesta al apartado
(a) es entonces

I = |[e’r = 0.60/21.6°.
b)  El circulo |T'| = 0.60 corta al eje real positivo OP,_en r = S = 4. Por lo tanto, la
razon de onda estacionaria de voltaje es 4.
¢) Los pasos para hallar la impedancia de entrada son:

1. Mueva P; en 0.220 un total de 0.434 “longitudes de onda hacia el generador”
en el sentido de las agujas del reloj, primero a 0.500 (lo mismo que 0.000)
y luego a 0.154[(0.500 — 0.220) + 0.154 = 0.434], hasta P}.

Una Oy Pj con una linea recta cortando al circulo I'| = 0.60 en P,.

Lea los valores » = 0.69 y x = 1.2 en P;. Por consiguiente,
Z; = Roz; = 100(0.69 + j1.2) = 69 + j120 (Q).

d) Alirde P,a P;, el circulo [I'] = 0.60 corta al eje real positivo OP,, en P,, donde
el voltaje tiene un valor maximo. Por lo tanto, aparece un voltaje maximo en (0.250
—0.220)A 0 a 0.0304 de la carga.

B EJERCICIO 8.11 Se decide reducir de 4 a 2 la razén de onda estacionaria en la linea presentada en el ejem-
plo 8-8, cambiando la impedancia de carga a una carga resistiva R,. (a) ;Cual debe ser el
valor de R, 7 (b) ;Cudl sera la impedancia de entrada?

RESPUESTA: (a) 200 (), (b) 13.5 + ;76 (Q).
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PREGUNTAS DE REPASO

P.8-23 ;Qué es un diagrama de Smith y por qué es Gtil para efectuar cdlculos con lineas de
transmision?

P.8-24 ;Cudles son las coordenadas rectangulares de un diagrama de Smith?

P.8-25 ;Cudles son las coordenadas polares de un diagrama de Smith?

P.8-26 ;En qué lugar del diagrama de Smith esta el punto que representa una carga adap-
tada?

P.8-27 Para una impedancia de carga dada Z, en una linea de transmision sin pérdidas cuya
impedancia caracteristica es Z;, ;como se usa el diagrama de Smith para determinar (a) el
coeficiente de reflexion y (b) la razon de onda estacionaria?

COMENTARIOS

1. Los circulos » y x en un diagrama de Smith siempre son ortogonales entre si y
todos pasan por el punto (1, 0).

2. Los diagramas de Smith son aplicables a lineas de transmision con cualquier
resistencia caracteristica.

3. Elvalor de los circulos r que pasan por la interseccion de un circulo [T y el eje
real positivo es igual a la razon de onda estacionaria S.

4. Un cambio de media longitud de onda corresponde a una revolucion completa

en un diagrama de Smith.

8-6.1 ADMITANCIAS EN EL DIAGRAMA DE SMITH

Propiedad de los
transformadores de
cuarto de onda

Hasta ahora hemos analizado el diagrama de Smith en términos de impedancias nor-
malizadas z = r + jx; sin embargo, el diagrama de Smith también puede usarse para
efectuar calculos de admitancia. Consideremos de nuevo en la ecuacion (8-79) la formula
de la impedancia de entrada Z, de una linea sin pérdidas cuya longitud es €y que esta
terminada en una impedancia Z; :
Z, + jRytan i/
Ry +jZ tan ¢’
Si £=AM4: p€= n/2, tan B¢ — oo y la ecuacion (8-110) se convierte en (vea el Ejer. 8.6)

Z, =R, (8-79)(8-110)

z, - R

i =5 (Linea de cuarto de onda). (8-111)
Z,

Por consiguiente, una linea de cuarto de onda sin pérdidas actia como un inversor de
impedancia y con frecuencia se le denomina transformador de cuarto de onda.

Sea ahora ¥, = 1/Z, la representacion de la admitancia de carga. La impedancia
de carga normalizada es

Ze 1
2y =E—= = —,
- Ry RV

(8-112)
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Determinacion dey,
apartirdex, ,y
viceversa, en un
diagrama de Smith

EJEMPLO 8-9

donde
=Rl

=Y/Yo=9g+jb (Sin dimensiones) (513
es la admitancia de carga normalizada con conductancia normalizada g y susceptan-
cia normalizada b como partes real ¢ imaginaria, respectivamente. La ecuaci6n (8-112)
sugiere que una linea de cuarto de onda con impedancia caracteristica normalizada
unidad transformard z; en y, y viceversa. En el diagrama de Smith sélo hay que mover
un cuarto de longitud de onda el punto que representa z, sobre el circulo [T, para asi
localizar el punto que representa a y; . Puesto que un cambio de A/4 en la longitud de
la linea corresponde a un cambio de 7 radianes en el diagrama de Smith, los puntos
que representan a z; y y, estin diametralmente opuestos en el circulo |T|. Esta ob-
servacion nos permite hallar de manera muy sencilla y; a partir de z; y z; a partir de
», en el diagrama de Smith. (Recuerde que z; y y; no tienen dimensiones.)

Dado Z = 95 + j20 (), use un diagrama de Smith para hallar Y.

SOLUCION

Este problema no tiene nada que ver con una linea de transmision. Para usar el diagrama
de Smith podemos elegir una tonstante de normalizacion arbitraria, por ejemplo
R, =50 (Q). Asi,

z=35(95 +,20)= 1.9 +0.4.
Identifique z como el punto P, en el diagrama de Smith de la figura 8-10. El punto P,
en el otro lado de la linea, que une P, y O, representa y: OP,=OP |.

FIGURA 8-10 Determinacién de la admitancia a partir de la impedancia (ejemplo 8-9).
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m EJERCICIO 8.10

1

|
R,

1
=505 -0 =10—j2 ()

Dado Y =6 + 11 (mS), use un diagrama de Smith para hallar Z.

RESPUESTA: 38 — 70 (£2).

EJEMPLO 8-10

Use un diagrama de Smith para hallar la admitancia de entrada de una linea en circuito
abierto cuya impedancia caracteristica es 300 () y cuya longitud es 0.04A4.

SOLUCION

1.  En el caso de una linea en circuito abierto, comenzamos con el punto P, en el
extremo derecho del diagrama de impedancias de Smith, en 0.25 de la figura
8-11.

2. Avance 0.04 “longitudes de onda hacia el generador” por el perimetro del diagra-
ma, hasta P, (en 0.29).

3.  Trace una linea recta de P, a O, cortando en el lado opuesto en P35,

4. Leael valor en PY;

i =0+ j0.26.

FIGURA 8-11 Determinacion de la admitancia de entrada de una linea terminada en circuito
abierto (ejemplo 8-10).

Longitudes de onda
hacia el generad/’

(0.04) P;
I
4
1
000 N Tt (0.25)
‘F;r: o0 Poc

P,(0.29)
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Se puede usar un
diagrama de Smith
como diagrama de
impedancias o
como diagrama de
admitancias.

Por lo tanto,

1
y = — IO.2 = . .
Y, = 355 (0 +026) = j087 (mS)

En los dos ejemplos anteriores hemos efectuado los calculos de admitancia usando
el diagrama de Smith como diagrama de impedancias. También es posible emplear el
diagrama de Smith como diagrama de admitancias, en cuyo caso los circulos » y x serian
circulos g y b. Los puntos que representan terminaciones de circuito abierto y corto-
circuito serian los puntos en el extremo izquierdo y el derecho, respectivamente, del
diagrama de admitancias. Asi, en el ejemplo 8-10 podriamos comenzar en el punto de
la izquierda, en 0.00 en la figura 8-11, y avanzar directamente 0.04 “longitudes de onda
hacia el generador” hasta P';.

De hecho, es mas til usar el diagrama de Smith como diagrama de admitancias
que como diagrama de impedancias al resolver problemas que implican conexiones de
lineas en paralelo, ya que las admitancias se suman en las conexiones en paralelo. Esto
sera obvio en la seccion siguiente, cuando veamos la adaptacion de impedancias.

8-7 ADAPTACION DE IMPEDANCIAS EN LINEAS DE TRANSMISION

Importancia de la
adaptacion de
impedancias en las
lineas de
transmision

Los brazos en
cortocircuito (en
lugar de circuito
abierto) se usan
para la adaptacién
de impedancias
en las lineas

de transmision.

Las lineas de transmision se usan para la transmision de potencia e informacién. En
el caso de la transmision de potencia de radiofrecuencia es muy deseable transmitir toda
la potencia posible del generador a la carga y que se pierda la cantidad minima posible
en la linea. Para esto se requiere que la carga esté adaptada a la impedancia caracte-
ristica de la linea, de manera que la razén de onda estacionaria de la linea esté lo mas
cerca posible de la unidad. En la transmision de informacion es esencial que las lineas
estén adaptadas, ya que las reflexiones de las uniones y las cargas no adaptadas pro-
ducirdn ecos y distorsionaran la sefial portadora de la informacion. En esta seccion ana-
lizaremos el sencillo método de un brazo (stub) para la adaptacion de impedancias en
lineas de transmision sin pérdidas.

Podemos adaptar una impedancia de carga arbitraria a una linea de transmision
colocando un brazo en cortocircuito en paralelo con la linea, en un lugar apropiado,
como se ilustra en la figura 8-12. Este es el método de un brazo para la adaptacion de
impedancias.! Es mas conveniente explicar el método en términos de la admitancia, ya
que se trata de una conexion en paralelo. En la mayoria de los casos es preferible usar
brazos en cortocircuito en lugar de brazos en circuito abierto, pues es mas dificil lograr
una impedancia de carga infinita que una impedancia de carga de valor cero. La radiacion
de un extremo abierto y el acoplamiento con los objetos vecinos hacen que la impedancia

t Para la adaptacion de impedancias también se usa un método alternativo, con dos brazos espaciados por una
distancia fija: el método del doble brazo, (Véase D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics, 2da. ed.,
pags. 504-509, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Massachusetts, 1989.)
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FIGURA B8-12 Adaptacién de impedancias con el método de un brazo.

no sea infinita. Ademas, es mas facil construir un brazo en cortocircuito de longitud
ajustable y resistencia caracteristica constante (con sdlo cambiar la posicion del cor-
tocircuito), que uno en circuito abierto cuya longitud tenga que ajustarse de manera pre-
cisa. Por supuesto, la diferencia en la longitud requerida para un brazo en circuito abierto
¥ para uno en cortocircuito es un multiple impar de un cuarto de longitud de onda.

Suponiendo que Y sea la admitancia de entrada en B—B', mirando hacia la carga
de la figura 8-12, sin brazo, el problema de adaptar la impedancia (o admitancia) consiste
en determinar la posicion 4y la longitud € del brazo para que

}’l' = Yc = Yﬂ + }Is’ (8'114)
donde Y, = 1/R,. En términos de las admitancias normalizadas, la ecuacion (8-114) se

convierte en

1 =yVpt+ Vs (8']15]

donde y; = R, Y, corresponde a la seccion de la cargay y, = R,Y, corresponde al brazo
en cortocircuito. Sin embargo, puesto que la admitancia de entrada de un brazo en
cortocircuito es puramente susceptiva, y, es puramente imaginaria. Por consiguiente,
solo es posible satisfacer la ecuacion (8-115) si

yp=1+jbg (8-116)

ys = —jbg, (8-117)

donde by puede ser positivo o negativo. Nuestros objetivos son entonces (1) encontrar
la longitud d para que la admitancia, y,, de la seccion de carga a la derecha de los
terminales B-B' tenga una parte real unitaria, y (2) hallar la longitud ¢ del brazo
necesaria para cancelar la parte imaginaria.
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Procedimiento para
establecer la
adaptacion de
impedancias con un
brazo

EJEMPLO 8-11

Si se usa el diagrama de Smith como diagrama de admitancias, hacemos lo si-

guiente para obtener la adaptacién con un brazo:

1. Determine el punto que representa la admitancia de carga normalizada, y,.

2 Dibuje el circulo |I'| para y,, que cortard al circulo g = | en dos puntos, donde
Vg =1+ jbg ¥ vz = | + jbg,. Estos dos puntos son posibles soluciones.

3. Determine las longitudes de las secciones de carga d, y d, a partir de los angu-
los entre el punto que representa y; y los puntos que representan yg, y Vg,.

4.  Determine las longitudes del brazo €, y £, a partir de los angulos entre el pun-
to correspondiente a un cortocircuito P _en el extremo derecho del diagrama y
los puntos que representan —jb,, y —jbg,, respectivamente.

En el ejemplo que sigue se ilustran estos pasos.

Se conecta una linea de transmision de 50 (£2) a una impedancia de carga Z, = 35 —

j47.5 (). Determine la posicion y la longitud del brazo en cortocircuito necesarios para

adaptar la linea.

SOLUCION

Dado
R, = 50 (Q)

Z, =35-j475(Q)
zy = Z1 /Ry = 0.70 — j0.95.

1.  Determine z;, como P, en el diagrama de Smith (Fig. 8-13).
Dibuje un circulo |I'| de radio OP, centrado en O.

Dibuje una linea recta de P,, pasando por O, al punto ', en el perimetro, de forma
que corte el circulo || en P,, lo cual representa y, . Observe el valor de 0.109 en
P!, en la escala “longitudes de onda hacia el generador”.

4. Observe los dos puntos de corte del circulo |T'| con el circulo g = 1.
En Py ygy =1+4j1.2 =1 + jbg,;
En Py: yga=1—jl2 =1+ jbg,.
5. Las soluciones para la posicion del brazo son:
Para P, (de P, a P}): d, = (0.168 — 0.109)A = 0.0594;
Para P, (de P, a P',): d, = (0.332 - 0.109)A = 0.223A.
6.  Las soluciones para la longitud del brazo en cortocircuito para que y, = —jb, son:

Para P, (desde P,, en el extremo derecho del diagrama hasta P, que represen-
ta —jbg, = —j1.2):
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FIGURA 8-13 Determinacion de un brazo en un diagrama de admitancias de Smith para la adap-
tacion de impedancias (ejemplo 8-11).

¢, = (0361 — 0.250)4 = 0.1114;

Para P, (desde P, hasta P}, que representa —jbg, = j1.2):
¢, = (0.139 + 0.250)4 = 0.3894.

En términos generales, es preferible la solucion con longitudes menores, a menos
que existan otras restricciones pricticas. La longitud exacta, £, del brazo en cortocircuito
puede requerir ajustes finos en el procedimiento real de adaptacion; por esto, las secciones

de adaptacion en ocasiones se denominan ramas adaptadoras o brazos adaptadores
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® EJERCICIO 8.13

Las mediciones efectuadas en una linea de transmision sin pérdidas de 50 (Q) indican
que los minimos consecutivos de voltaje estan separados 6 (cm). Se desea adaptar la impedancia
de carga Z; = 75 + j100 () de la linea con un brazo en cortocircuito. Determine (a) la
posicion del brazo méas proxima a la carga, (b) la menor longitud requerida del brazo,
(c) la razén de onda estacionaria en la lineca entre el brazo y la carga y (d) la razén de
onda estacionaria en la linea entre el brazo y la fuente.

RESPUESTA: (a) 2.78 (cm), (b) 1.02 (ecm), (c) 4.62, (d) 1.00.

PREGUNTAS DE REPASO

P.8-28 ;Por qué un cambio de media longitud de onda en la longitud de la linea represen-
ta una revolucion completa en un diagrama de Smith?

P.8-29 Dada una impedancia Z = R + jX, ;qué procedimiento se sigue para hallar la admitancia
Y = 1/Z en un diagrama de Smith?

P.8-30 Dada una admitancia ¥ = G + jB, jqué procedimiento se sigue para hallar la impe-
dancia Z = 1/Y en un diagrama de Smith?

P.8-31 ,Es constante la razén de onda estacionaria en una linea de transmision, aunque la
linea tenga pérdidas? Explique.

P.8-32 ;Por qué es mas conveniente usar un diagrama de Smith como diagrama de admitancias
que como diagrama de impedancias en la resolucién de problemas de adaptacion de
impedancias?

P.8-33 ;,Por qué es deseable lograr una adaptacién de impedancias en una linea de
transmision?

P.8-34 ;Por qué se usan brazos de tipo cortocircuito en lugar de brazos de tipo circuito abierto
para adaptar impedancias?

COMENTARIOS

1. Se puede usar el diagrama de Smith como diagrama de impedancias (para impe-
dancias sin dimensiones, z = Z/R,)) o como diagrama de admitancias (para admi-
tancias sin dimensiones, y = R, Y). El punto que representa un cortocircuito, P,
esta en (1, 0) en un diagrama de admitancias de Smith.

2. El principio de adaptacion de impedancias con un brazo consiste en conectar en
cortocircuito un brazo de la longitud adecuada, en paralelo con la linea princi-
pal, a una distancia apropiada de la carga, de manera que la admitancia de entra-
da en las uniones de la combinacién paralela sea 1 + j0.

3. Los métodos de adaptacion de impedancias en lineas de transmision son sensi-
bles a la frecuencia. La posicion y la longitud del brazo dependen de la frecuen-
cia de operacion.

RESUMEN

Las lineas de transmisién se usan para llevar a cabo una transmision eficiente de energia
e informacién de un punto a otro. Hemos dedicado este capitulo a estudiar el método
de analisis y el comportamiento de las ondas transversales electromagnéticas (TEM)
guiadas por lineas de transmision. Especificamente, en este capitulo
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¢ analizamos las caracteristicas de los tres tipos mas comunes de lineas de transmi-
sion (la linea de placas paralelas, la linea de dos alambres y la linea coaxial);

* obtuvimos las ecuaciones generales de las lineas de transmision, cuya combinacion
da lugar a ecuaciones diferenciales unidimensionales ordinarias de segundo orden
con condiciones de dependencia armonica con el tiempo;

* examinamos las caracteristicas de las ondas en las lineas de transmision infinitas;

* determinamos la constante de propagacion, la velocidad de fase y las impedancias
caracteristicas de las lineas sin pérdidas y de las lineas sin distorsion;

* expresamos la constante de atenuacion de una onda propagandose en una linea con
pérdidas, en términos de las relaciones de potencia;

* analizamos las caracteristicagtde una onda en lineas de transmision finitas, en tér-
minos de la constante de propagacion, la impedancia de entrada, el coeficiente de
reflexion y la razon de onda estacionaria;

* examinamos las propiedades de las lineas en circuito abierto y en cortocircuito;
* resolvimos problemas de circuitos de lineas de transmision;
* estudiamos la construccion y las aplicaciones del diagrama de Smith, y

* explicamos el método de un brazo para adaptar impedancias.

PROBLEMAS

P.8-1 Considere disefios de microtiras sin pérdidas para una impedancia caracteristica

determinada.
a) (Como hay que modificar el espesor del dieléctrico, d, para una anchura de placa
dada, w, si se duplica la constante dieléctrica, €,?
b) (Coémo hay que cambiar w para una d determinada si se duplica €,?
¢) (Como hay que cambiar w para una €, determinada si se duplica ¢?
d) ;Sera igual la velocidad de propagacion a la de la linea original después de efec-
tuar los cambios especificados en los apartados (a), (b) y (c)? Explique.
/P.8-2 Considere una linea de transmisidn formada por dos placas paralelas de metal
(o,= 1.6 x 107 (§/m)) de 20 (mm) de ancho y separadas por un bloque dieléctrico con
pérdidas (u = u,, €, =3, o= 10 (S/m)) de 2.5 (mm) de espesor. La frecuencia de
operacion es de 500 (MHz).
a) Calcule R, L, Gy C por unidad de longitud.
b) Compare las magnitudes de las componentes axial y transversal del campo eléctrico.
¢) Calcule Ay Z,.

/ P.B-3 Se desea construir lineas de transmision uniformes con polietileno (e, = 2.25)
como medio dieléctrico. Suponga que las pérdidas son despreciables y (a) calculela dis-
tancia de separacion entre los dos alambres para una linea de 300 (), siendo el ra-
dio de los alambres conductores de 0.6 (mm); y (b) calcule el radio interior del conductor
externo de una linea coaxial de 75 (£2), siendo el radio del conductor central de 0.6 (mm).
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# P.8-4 Calcule la constante de atenuacién a 1 (MHz) de una linea de transmisién coaxial

de cobre cuyo conductor interno tiene un radio de 0.6 (mm) y el externo tiene un radio
interior de 3.91 (mm). La constante dieléctrica del medio separador es de 2.25.
P.8-5 En una linea de transmision con pérdidas a 100 (Mhz) se midieron las siguientes
caracteristicas:
Zy =50+ jO (),
o= 0.01 (dB/m),
B = 0.8 (rad/m).
Determine R, L, G y C para la linea.
P.8-6 Demuestre que se transfiere la potencia maxima desde una fuente de voltaje con
impedancia interna Z, hasta una‘impedancia de carga Z; por una linea de transmision
cuando Z, = Z,', donde Z; es la impedancia mirando hacia la linea cargada. ;Cual es
la eficiencia maxima de transferencia de potencia?
P.8-7 Exprese V(z) e I(z) en términos del voltaje ¥,y la corriente /, en el extremo de
entrada y de y y Z, de una linea de transmision, (a) en forma exponencial y (b) en forma
hiperbdlica.
P.8-8 Un generador de cc de voltaje ¥, y resistencia interna R, se conecta a una linca
de transmision con pérdidas caracterizada por una resistencia R por unidad de longitud
y conductancia G por unidad de longitud.
a) Escriba las ecuaciones de la linea de transmision para el voltaje y la corriente.
b) Determine las soluciones generales para V(z) e I(z).
¢) Particularice las soluciones del apartado (b) para una linea infinita.
d) Particularice las soluciones del apartado (b) para una linea finita de longitud ¢
terminada en una resistencia de carga R, .
¢ P.8-9 Un generador con voltaje en circuito abierto v (1) = 10 sen 80007t (V) e impe-
dancia interna Z, = 40 + j30 (£2) se conecta a una lineca sin distorsion de 50 (£2). La
linea tiene una resistencia de 0.5 (€2/m) y su medio dieléctrico con pérdidas tiene una
tangente de pérdidas de 0.18%. La linea tiene 50 (m) de longitud y termina en una carga
adaptada. Determine (a) las expresiones instantaneas del voltaje y la corriente en un
lugar arbitrario de la linea, (b) las expresiones instantaneas del voltaje y la corriente
en la carga y (c) la potencia media transmitida a la carga.
P.8-10 Calcule la impedancia de entrada de una linea de cuarto de onda con peque-
‘fas pérdidas (ad < 1):
a) terminada en un cortocircuito,
erminada en un circuito abierto.
P.8-11 Una linea de transmision sin pérdidas de 2 (m), espaciada por aire y con im-
p;édaﬁcia caracteristica de 50 (£2), esta terminada en una impedancia de 40 + ;30 (£2)
a una frecuencia de operacion de 200 (MHz). Calcule la impedancia de entrada.
P.8-12 Las impedancias en circuito abierto y cortocircuito medidas en los termina-
les de entrada de una linea de transmision de longitud de 4 (m) con aire como dieléctrico
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son 250/=50° (Q) y 360/20° (Q), respectivamente.
a) Determine Z,, oy g de la linea.
b) Determine R, L, Gy C.
P.8-13 Las mediciones realizadas en un cable coaxial sin pérdidas de 0.6 (m) a 100
(kHz) indican una capacitancia de 54 (pF) cuando el cable esta en circuito abierto y
una inductancia de 0.30 (uH) cuando estd en cortocircuito.
a) Determine Z, y la constante dieléctrica de su medio aislante.
b) Calcule X, y X, a 10 (MHz).
P.8-14 Una linea sin pérdidas de 75 (£2) esta terminada en una impedancia de carga
Z =R, +jX,.
a) ;,Cual debe ser la relacion entre R y X, para que la razon de onda estacionaria
de la linea sea 37
b) Calcule X; si B, = 150 ().
P.8-15 Considere una linea de transmision sin pérdidas.
a) Determine la resistencia caracteristica de la linea necesaria para que tenga la menor
razon de onda estacionaria posible con una impedancia de carga 40 + j30 ().
b) Calcule esta razon de onda estacionaria minima y el coeficiente de reflexion de
voltaje correspondiente.
P.8-16 Una linea de transmision con impedancia caracteristica R, = 50 (€) debe adap-
tarse a una impedancia de carga Z; =40 + /10 (£2) a través de un tramo ¢’ de otra linea
de transmision con impedancia caracteristica R§. Encuentre los valores de €’y R, ne-
cesarios para la adaptacion.
P.8-17 Obtenga las formulas para determinar la longitud €'y la resistencia de carga R,
de una linea sin pérdidas cuya impedancia caracteristica es R, de manera que la im-
pedancia de entrada sea igual a Z, = R, + j.X,.
P.8-18 La razdn de onda estacionaria en una linea de transmision sin pérdidas de 300
(Q) terminada en una impedancia de carga desconocida es 2.0, y el minimo de voltaje
mas cercano estd a una distancia de 0.34 de la carga. Determine (a) el coeficiente de
reflexion I" de la carga y (b) la impedancia de carga desconocida Z, .

'P.8-19 Un generador de voltaje senoidal con V, = 0.1/0° (V) e impedancia interna de

50 (£2) se conecta a una linea de transmision sin pérdidas con impedancia caracteristica
R, = 50 (£2). La linea mide A/8 de longitud y estd terminada en una resistencia de carga
R, =25 (). Encuentre (a) V, I, ¥ e I;; (b) la razén de onda estacionaria en la linea;
y (c) la potencia media suministrada a la carga. Compare el resultado del apartado
(c) con el caso en el que R, = 50 (£2).

P.8-20 La impedancia caracteristica de una linea de transmision sin pérdidas es 75 ().
Use el diagrama de Smith para hallar la impedancia de entrada de esta linea a 200 (MHz)
si tiene: (a) 1 (m) de longitud y esta terminada en circuito abierto; (b) 0.8 (m) de longitud
y estd terminada en cortocircuito. Después (c) determine las admitancias de entrada co-
rrespondientes a las lineas de los apartados (a) y (b).
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P.8-21 Se conecta una impedancia de carga de 30 + /10 (Q) a una linea de transmi-
si6én sin pérdidas de 0.101A de longitud e impedancia caracteristica de 50 (). Use un
diagrama de Smith para hallar (a) la razon de onda estacionaria, (b) el coeficiente de
reflexion en voltaje, (c) la impedancia de entrada, (d) la admitancia de entrada y (e)
la posicion del minimo de voltaje en la linea.
P.8-22 Repita el problema P.8-21 para una impedancia de carga de 30 — j10 (Q).
,/P.8-23 En un experimento de laboratorio que se realizo con una linea de transmision
sin pérdidas de 50 (£2), terminada en una impedancia de carga desconocida, se descubrio
que la razon de onda estacionaria era de 2.0. Los minimos de voltaje sucesivos estan
separados 25 (cm) y el primero ocurre a 5 (cm) de la carga. Calcule (a) la impedan-
cia de carga y (b) el coeficiente de reflexion en la carga. (¢) ;Donde estaria el primer
minimo de voltaje si reemplazara la carga por un cortocircuito?
P.8-24 Una antena dipolar con impedancia de entrada de 73 (€2) es alimentada por una
fuente de 200 (MHz) a través de una linea de transmision de dos alambres de 300 (€2).
Disefie una linea aérea de cuarto de onda de dos alambres y con espaciado de 2 (cm)
para lograr la adaptacion entre la antena y la linea de 300 (Q).
P.8-25 Se usa el método de un brazo para adaptar una impedancia de carga de 25 +
J25 (£2) a una linea de transmision de 50 (). Use un diagrama de Smith para hallar
la longitud y la posicion (en términos de la longitud de onda) de un brazo en corto-
circuito fabricado con una seccion de la’ linea de 50 (€2).
P.8-26 Repita el problema P.8-25 usando un brazo en cortocircuito fabricado con una
seccion de linea cuya impedancia caracteristica es de 75 (Q).
P.8-27 Las mediciones efectuadas en una linea de transmision sin pérdidas con resis-
tencia caracteristica de 75 (£2) indican una razén de onda estacionaria de 2.4 y los dos
minimos de voltaje més cercanos a la carga en 0.335 (m) y 1.235 (m). Use un diagrama
de Smith para: (a) determinar la impedancia de carga Z; y (b) hallar el lugar mas cercano
a la carga y la longitud de un brazo en cortocircuito para adaptar Z, a la linea.
P.8-28 También se puede adaptar una impedancia de carga a una linea de transmision
usando un brazo colocado en serie con la carga en la posicion adecuada, como pue-
de verse en la figura 8-14, Suponga que Z;, = 25 + ;25 (Q), R, = 50 (Q) y R}, = 35(Q)
y calcule d y € para la adaptacion.

A
Ry z
|

FIGURA 8-14 Adaptacion de impedancias con un brazo en serie (Prob. P.8-28).
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9-1 DESCRIPCION GENERAL En el capitulo anterior es-
tudiamos las propiedades caracteristicas de las ondas transversales electromagnéti-
cas (TEM) guiadas por lineas de transmision. Sin embargo, las TEM no son las tnicas
formas de ondas guiadas que pueden propagarse por una linea de transmision; ademas,
los tres tipos de lineas de transmision mencionados en la seccion 8-1 (de placas pa-
ralelas, de dos alambres y coaxiales) no son las inicas estructuras para guiar ondas.
El uso de las lineas de transmision de dos conductores mencionadas en la seccién
8-1 no es practico en aplicaciones por encima de los intervalos SHF y EHF (/> 3 Ghz,
A <10 cm), ya que la constante de atenuacion de las ondas transversales electromag-
néticas en una linea, debido a la conductividad finita de los conductores, aumenta con
la resistencia por unidad de longitud, R, de la linea, la cual es directamente proporcional
a la raiz cuadrada de la frecuencia (véase la tabla 8-1). Esta atenuacion seria prohibi-
tivamente elevada a frecuencias de microondas. En este capitulo estudiaremos las
caracteristicas de las ondas electromagnéticas que se propagan en tubos metalicos
huecos. Puesto que los tubos metdlicos son conductores simples con grandes dreas
superficiales, es de esperar que la atenuacion ocasionada por la resistencia sea mas baja.
Los tubos metélicos huecos son un tipo de estructuras uniformes que guian ondas,
conocidas como guias de ondas.

Primero se presentara un analisis del comportamiento general de las ondas elec-
tromagnéticas en una guia de ondas uniforme de seccion transversal arbitraria. El punto
de partida es la ecuacion vectorial de Helmholtz para E y H. Veremos que, ademas de
las ondas transversales electromagnéticas (TEM), que no tienen componentes del cam-
po en la direccién de la propagacién, también pueden existir ondas transversales mag-
néticas (TM) con componente longitudinal del campo eléctrico, y endas transversales
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Las cavidades
resonantes son
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eléctricas (TE) con componente longitudinal del campo magnético. No obstante, sera
evidente que las ondas TEM no pueden existir en una guia de ondas hueca (ni rellena
con dieléctrico) de un solo conductor. Estudiaremos con detalle las caracteristicas de
los modos TM y TE en una guia de ondas rectangular. :

A frecuencias de microondas, ya no son practicos como elementos de circuito o como
circuitos resonantes los elementos de pardmetros concentrados (como las inductancias
y las capacitancias) conectados por alambres, debido a que las dimensiones de los ele-
mentos tendrian que ser muy pequefias, a que la resistencia de los circuitos de alambres
es muy elevada por el efecto de penetracion, y a la radiacién. Se puede usar una caja
conductora hueca de dimensiones apropiadas como dispositivo resonante de Q muy alta.
Esta caja, que en esencia es una seccién de guia de ondas con los extremos cerrados, se
denomina cavidad resonante. Analizaremos las diferentes distribuciones de los campos
para los distintos modos en las cavidades resonantes rectangulares simples.

9-2 COMPORTAMIENTO GENERAL DE LAS ONDAS EN ESTRUCTURAS DE GUIAS

UNIFORMES

En esta seccion examinaremos algunas de las caracteristicas generales de las ondas
que se propagan a lo largo de estructuras de guias rectas con seccion transversal uni-
forme. Supondremos que las ondas se propagan en la direccion +z con una constante
de propagacién y= « + jp que aiin queda por determinar. Para el caso de la depen-
dencia arménica con el tiempo con frecuencia angular o, se puede describir la de-
pendencia de z y ¢ de todas las componentes del campo mediante el factor exponencial

387
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e—vzejwl - elju)t—}rxl - e—a:ej(wl—vﬂzl. (9-1)

Como ejemplo, si usamos una referencia coseno podemos escribir la expresion instan-
tanea del campo E en coordenadas cartesianas como

E(x, y, z; 1) = Re[E%(x, y)el= 9], (9-2)

donde E%(x, y) es un fasor vectorial bidimensional que sélo depende de las coordenadas
transversales. De hecho, al usar una representacion fasorial en las ecuaciones que re-
lacionan las cantidades de campo podemos reemplazar las derivadas parciales con
respecto a 1 y z por productos con (jw) y (—y), respectivamente; se puede eliminar el
factor comun elJ/of — )

Consideremos una guia de ondas recta constituida por un tubo metélico relleno
con un dieléctrico, que tiene una seccion transversal arbitraria y yace sobre el eje z,
como se ilustra en la figura 9-1. De acuerdo con las ecuaciones (6-98) y (6-99), las in-
tensidades de los campos eléctrico y magnético en la regién dieléctrica interior libre
de cargas satisfacen las siguientes ecuaciones vectoriales homogéneas de Helmholtz:

VE + K’E =0 9-3)

VIH + k°H =0, ©-4)
donde E y H son fasores vectoriales tridimensionales y & es el nimero de onda:

k= w\/;. (9-5)

El operador laplaciano tridimensional V2 puede separarse en dos partes: V7 . para
las coordenadas transversales y V2 para la coordenada longitudinal. Para las guias de
ondas con una seccion transversal rectangular se usan coordenadas cartesianas:

62
V2E = (Vi + V)E = (Vi, + @)E

(9-6)
=VZE + y’E.
Al combinar las ecuaciones (9-3) y (9-6) se obtiene
VZE + (y> + k*)E = 0. (9-7)
De forma similar, de la ecuacion (9-4) tenemos
VZH+(y?+ k*)H = 0. (9-8)

Observe que las ecuaciones (9-7) y (9-8) en realidad son tres ecuaciones en derivadas
parciales de segundo grado, una para cada componente de E y H. La solucién exac-
ta de estas ecuaciones para las componentes depende de la geometria transversal y de
las condiciones en la frontera (condiciones de contorno) (véase la Sec. 9-3).
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FIGURA 9-1

Guia de ondas uniforme con seccion transversal arbitraria.

Expresion de las
componentes
fransversales de los
campos en funcién
da EZ v H!

Por supuesto, las diversas componentes de E y H no son todas independientes
y no es necesario resolver las seis ecuaciones en derivadas parciales de segundo grado
para las seis componentes de E y H. Veamos la relacion entre las seis componentes en
coordenadas cartesianas desarrollando las dos ecuaciones de rotacional libres de fuentes
(Ecs. (6-80a) y (6-80b)) con J = 0:

De V X E = —jouH: De V X H = jweE:
AE? OH®
Em +yE? = — jopH?  (9-9a) rm + yH? = jweE? (9-10a)
y

OE? aH®

—yEf—~ pomie — jouHy (9-9b)| —yH? — o = jweE)  (9-10b)
X X

JES  OE? _ OH? OH?
o 3y = —jouH;  (9-9) e ay = jweE; (9-10c)

Observe que las derivadas parciales con respecto a z se han sustituido por multiplica-
ciones por (—y). Todas las cantidades de las componentes de campo en las ecuaciones
anteriores son fasores que dependen tunicamente de x y y, de manera que se ha omi-
tido el factor comln e correspondiente a la dependencia con z. Al manipular estas
ecuaciones podemos expresar las componentes de campo transversales HY, HJ, Ely
E) en términos de las dos componentes longitudinales E9 y HY. Por ejemplo, podemos
combinar las ecuaciones (9-9a) y (9-10b) para eliminar EE y obtener HY en términos
de E? y HY. Tenemos

''1( OH® _ QE®
w\'ax %% )

1 dH? oE°
0 — z . z
H} = e (‘y —-ay + jwe = ),

o _
Hy'm (9-11)

(9-12)
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Procedimiento para
determinar el
comportamiento de
una onda en una
guia de ondas

Definicion de tres
tipos de ondas que
se propagan en una
guia de ondas
uniforme

' 1 JE?® dH?
W, B T pais.4 ] 9-13
E; e (? 3 TIO¥ ay) (9-13)
1 (. 0E® _ OH?
El = -5 (}'_ay — jou—= ) (9-14)
donde
e (9-15)

El comportamiento de las ondas en una guia de ondas puede analizarse resolviendo las
ecuaciones (9-7) y (9-8) para las componentes longitudinales, E? y H?, respectivamente,
teniendo en cuenta las condiciones en la frontera requeridas, y usando las ecuaciones
(9-11) a (9-14) para determinar las otras componentes.

Es conveniente clasificar en tres tipos las ondas que se propagan en una guia de
ondas uniforme, de acuerdo con la existencia de E, y H,.

1.  Ondas transversales electromagnéticas (TEM). Son ondas que no contienen £,
ni H,. Vimos las ondas TEM en el capitulo 7 cuando analizamos las ondas pla-
nas, y en el capitulo 8 al hablar de las ondas en lineas de transmision.

2.  Ondas transversales magnéticas (TM). Ondas que contienen una £, distinta de
cero pero H, = 0.

3.  Ondas transversales eléctricas (TE). Ondas que contienen una H, distinta de cero
pero E, = 0.

Las caracteristicas de propagacion de los distintos tipos de ondas son diferentes; las

analizaremos en las subsecciones siguientes.

9-2.1 ONDAS

TRANSVERSALES ELECTROMAGNETICAS

Puesto que £, =0 y H, = 0 en las ondas transversales electromagnéticas (TEM) en una
guia, podemos ver que las ecuaciones (9-11) a (9-14) constituyen un conjunto de so-
luciones triviales (desaparecen todas las componentes del campo) a menos que el
denominador 4% también sea igual a cero. En otras palabras, las ondas transversales
electromagnéticas Uinicamente existen cuando

v3em + k2 =0, (9-16)

Trem = Jk = jo/ pe, 9-17)

que es exactamente la misma expresion para la constante de propagacion de una onda
plana uniforme en un medio ilimitado caracterizado por los pardmetros constitutivos
€y u. Recordamos que la ecuacion (9-17) también es valida para una onda TEM en
una linea de transmision sin pérdidas; entonces, la velocidad de propagacion (velocidad
de fase) de una onda transversal electromagnética es
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Velocidad de fase
de las ondas TEM

Impedancia de la
onda para las ondas
TEM

Las ondas TEM no
se pueden propagar
por las guias de
ondas de un solo
conductor.

)

Uprem) = 77 = \/; (m/s). (9-18)

Podemos obtener la relacién entre E? y H) a partir de las ecuaciones (9-9b) y
(9-10a), haciendo E, y H, igual a cero. Esta relacién se conoce como impedancia de
la onda. Tenemos

Zoun = .5_2 _ Jor _ Yrem

M H ? Vrem  JweE

que, con base en la ecuacién (9-17), se convierte en

Zyen = \/g =n (. (9-20)

Se observa que Z;gy, s igual que la impedancia intrinseca del medio dieléctrico, ex-
presada por la ecuacién (7-14). Las ecuaciones (9-18) y (9-20) establecen que la
velocidad de fase y la impedancia de la onda de las ondas transversales electromag-
néticas (TEM) son independientes de la frecuencia de las ondas.

Las guias de ondas de un solo conductor no pueden transportar ondas TEM. En
la seccion 5-2 sefialamos que las lineas de flujo magnético siempre se cierran sobre si
mismas. Por lo tanto, si una onda TEM existiera en una guia de ondas, las lineas de
campo de By H describirian trayectorias cerradas en un plano transversal. Sin embargo,
la ley circuital generalizada de Ampére (Ec. 6-46b) requiere que la integral de linea
(o circulacién) del campo magnético a lo largo de una trayectoria cerrada en un pla-
no transversal sea igual a la suma de las corrientes de conduccion y desplazamiento
que atraviesan dicha trayectoria. Si no hay un conductor interno, no habra corriente de
conduccién longitudinal en la guia de ondas. Por definicion, una onda transversal elec-
tromagnética no tiene componente E,; por lo tanto, no hay corriente de desplazamiento
longitudinal. La ausencia total de una corriente longitudinal en la guia de ondas nos
lleva a la conclusién de que no puede haber trayectorias cerradas de lineas de campo
magnético en ningtn plano transversal. Por consiguiente, llegamos a la conclusién de
que las ondas transversales electromagnéticas (TEM) no pueden existir en una guia
de ondas de un solo conductor hueco (o relleno con un dieléctrico), cualquiera que
sea su forma.

(9-19)

9-2.2 ONDAS TRANSVERSALES MAGNETICAS

Las ondas transversales magnéticas (TM) no tienen componente del campo magnéti-
co en la direccion de propagacion, H, = 0. Podemos analizar el comportamiento de las
ondas TM resolviendo la ecuacién (9-7) para E,, sujeto a las condiciones en la fron-
tera de la guia, para después usar las ecuaciones (9-11) a (9-14) y determinar las otras
componentes. Si escribimos la ecuacion (9-7) para E,, tenemos

Vi E2 + [y* + k)E =0, (9-21)
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Impedancia de la
onda para las ondas
™

Definicién de los
valores
caracteristicos o
valores propios

Relacién entre el
valor caracteristico
h y la frecuencia de
cortef,

VZ,E? + h?E? = 0. (9-22)

La ecuacion (9-22) es una ecuacion en derivadas parciales de segundo grado que puede
resolverse para EY. El objetivo de esta seccion solo es analizar las propiedades generales
de los diversos tipos de ondas. Por lo tanto, la solucién de la ecuacion (9-22) tendra
que esperar a la siguiente seccion, donde se analizan las guias de ondas rectangulares.
Una vez determinado EY, podemos hallar las otras componentes del campo usando las
ecuaciones (9-11) a (9-14) con H® = 0. Es posible expresar la relacion entre las com-
ponentes transversales de la intensidad de campo magnético, H? y H?, y las de la in-
tensidad de campo eléctrico, £9 y EY, en términos de la impedancia de la onda, Ziie
para el modo transversal magnético.

E? E?
»=1 () (9-23)

z _=——_— = — —
UL HY  jwe

Es importante observar que Z;,, no es igual a jeu/y, ya que y para las ondas transversa-
les magnéticas no es igual a jo \/E, como es el caso de ypy.

Cuando iniciemos la tarea de resolver la ecuacion homogénea bidimensional de
Helmholtz (Ec. (9-22)), sujeta a las condiciones en la frontera de una guia de ondas
determinada, descubriremos que las soluciones sdlo son posibles para valores discretos
de h. Habra una infinidad de estos valores discretos, pero las soluciones no son posibles
para todos los valores de 4. Los valores de A para los cuales existe una solucion de la
ecuacion (9-22) se denominan valores caracteristicos o valores propios del problema
de condiciones en la frontera. Cada uno de los valores caracteristicos determina las
propiedades caracteristicas de un modo TM especifico de la guia de ondas dada.

En las secciones siguientes también veremos que los valores caracteristicos de
los problemas de guias de ondas son niimeros reales. A partir de la ecuacion (9-15)
tenemos

y = Jh*—k?
= /h*—wlue.

Se observan dos intervalos distintos para los valores de la constante de propagacion,

(9-24)

con y= 0 como punto divisor, donde

w? ue = h?, (9-25)
0
T (Hz). (9-26)
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Definicién de la
frecuencia de
cortef,

Las ondas conf > f,
son modos que se
propagan.

Las longitudes de
onda en las guias
son mas largas
que las longitudes
de onda
correspondientes
en los medios
ilimitados.

La frecuencia, f,, donde y= 0 se denomina frecuencia de corte. El valor de f. para un
modo especifico en una guia de ondas depende del valor caracteristico, h, del modo.
Usando la ecuacion (9-26) podemos escribir la ecuacion (9-24) como

y=nfi-(2).

Los dos intervalos distintos de y pueden definirse en términos de la razon ( f/f.)*

(9-27)

comparada con la unidad.

fe

ecuaciones (9-24) y (9.26) tenemos

2
a) (— > 1 0 f> f. En este intervalo, e’ue > %y yes imaginaria. A partir de las

g g fo AN £ 2
y =JjB =Jjk l—(;) = jk !—(7)- (9-28)
El modo se propaga con constante de fase 5:
£\?
B=k [1— (T‘) (rad/m). (9-29)
La longitud de onda correspondiente en la guia es
§ i 2n A
I T e T (-30)
donde
2n | u
S T (9-31)

Tk e S

es la longitud de onda de una onda plana de frecuencia fen un medio dieléctrico
ilimitado que esta caracterizado por uy €,y u = I;’J_p_e es la velocidad de la luz
en el medio. Podemos reagrupar la ecuacion (9-30) para obtener una relacion sen-
cilla entre A, la longitud de onda en la guia /15,, y la longitud de onda de corte,
A, = ulf:

1 1 1
z =,l_2+ If (9-32)

4

La velocidad de fase de la onda que se propaga en la guia es

j‘ﬁ'

w u
u"=ﬁ=—l—m{m=7u>u. (9-33)
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Las guias de ondas
de un solo
conductor son
dispersivas.

La impedancia de la
onda para los
modos TM que se
propagan es menor
que la impedancia
intrinseca del medio
que llena la guia

b)

Las ondas con f <f_
son evanescentes,
es decir, no se
propagan.

Las guias de ondas
son dispositivos
pasaalto.

En la ecuacién (9-33) podemos ver que la velocidad de fase en una guia de ondas
siempre es mayor que en un medio ilimitado y que depende de la frecuencia. Por
lo tanto, las guias de ondas de un solo conductor son sistemas de transmisién
dispersivos, aunque un medio dieléctrico sin pérdidas ilimitado sea no dispersivo.
Al sustituir la ecuacion (9-28) en la ecuacion (9-23) se obtiene

N LY
= i 22 Q).
Zmm=n_{1 (f) (Q)

Por consiguiente, la impedancia de la onda de los modos TM que se propagan
en una guia de ondas con un dieléctrico sin pérdidas es puramente resistiva
y es siempre menor que la impedancia intrinseca del medio dieléctrico.

(9-34)

"3 2
(i) <1 o0 f<f. Cuando la frecuencia del modo es menor que la frecuencia de

corte, yes real y la ecuacion (9-27) puede escribirse como

y=a=h\/]_—(g. f <t

que es, de hecho, una constante de atenuacion. Todas las componentes del campo
contienen el factor de propagacion e = e *, de manera que la onda disminu-
ye rapidamente con z y se dice que es evanescente. Por lo tanto, una guia de on-
das exhibe la propiedad de un filtro pasaaito. Para un modo determinado, sélo
las ondas con frecuencia superior a la de corte del modo pueden propagarse en
la guia. Al sustituir la ecuacién (9-35) en la ecuacién (9-23) se obtiene una
impedancia de la onda imaginaria para los modos transversales magnéticos con
/ < f.. Por consiguiente, la impedancia de la onda de los modos TM evanescentes
a bajas frecuencias, inferiores a la de corte, es puramente reactiva, lo cual indica
que no hay flujo de potencia asociado con las ondas evanescentes.

(9-35)

9-2.3 ONDAS

TRANSVERSALES ELECTRICAS

Las ondas transversales eléctricas (TE) no tienen componente del campo eléctrico en
la direccion de propagacion, £, = 0. Podemos analizar el comportamiento de las on-
das TE resolviendo primero la ecuacién (9-8) para H:

(9-36)

VLH.+h*H_ =0.

Hay que satisfacer las adecuadas condiciones en la frontera en las paredes de la guia,
Las componentes transversales del campo se determinan después sustituyendo H, en
las ecuaciones (9-11) a (9-14) con E, igual a cero,

Las componentes transversales de la intensidad de campo eléctrico, E? y EY, estdn

relacionadas con las de la intensidad de campo magnético, Hy HY, a través de la
impedancia de la onda. Tenemos
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Impedancia de
la onda para las
ondas TE

E° E?  jw
B gL PR (9-37)

H ™ "HY T

Observe que Z;; en la ecuacion (9-37) es bastante diferente de Z;,, en la ecuacion (9-
23), ya que yde las ondas TE no es igual a jo Jue , como sucede con YrEM:

Como no hemos cambiado la relacion entre y y A, las ecuaciones (9-24) a (9-33)

correspondientes a las ondas transversales magnéticas también se aplican a las ondas
transversales eléctricas. Asi mismo, hay también dos intervalos distintos de y que de-
penden de si la frecuencia del modo es mayor o menor que la frecuencia de corte, f,
expresada por la ecuacion (9-26).

a)

La impedancia de la
onda para los
modos TE que se
propagan es mayor
que la impedancia
intrinseca del medio
que llena la guia.

b)

Las ondas conf <f,
son evanescentes,
es decir, no se
propagan

2
(i) >1 o f> f.. En este intervalo, y es imaginaria y tenemos un modo que se

s

propaga. La expresion de yes la misma que la presentada en la ecuacion (9-28):

e | BV
y=jf=jk [l (f)

Por consiguiente, las formulas de 8, /'Lg y u, de las ecuaciones (9-29), (9-30) y (9-
33), respectivamente, también son validas para las ondas TE. Si se usa la ecuacion
(9-38) en la ecuacion (9-37) se obtiene

(9-38)

n

Zyg = —F———=
V1=l

que, como puede verse, es diferente de la expresion de Zp, de la ecuacién (9-34).
La ecuacién (9-39) indica que la impedancia de la onda de los modos transver-
sales eléctricos (TE) que se propagan en una guia de ondas con un dieléctrico
sin pérdidas es puramente resistiva y siempre es mayor que la impedancia in-
trinseca del medio dieléctrico.

f

2
(—) <1 o0 f<f. Eneste caso, yes real y tenemos un modo evanescente o que

<

no se propaga:

y=a=nh 1—({:)2, S <f.

Puesto que yes puramente real en la ecuacion (9-40), la impedancia de la onda
de los modos TE en la ecuacién (9-37) con f< £,

. wp
g — Jaf,
T T ()

es puramente reactiva, lo que indica una vez mas que no hay flujo de potencia
asociado a las ondas evanescentes para /< f.

(), (9-39)

(9-40)

(9-41)
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m EJERCICIO 9.1

® EJERCICIO 9.2

{a) Determine la impedancia de la onda y la longitud de onda en la guia (en términos
de sus valores para el modo TEM) a una frecuencia igual a dos veces la frecuencia de
corte en una guia de ondas de modos TM y TE.

{(b) Repita el apartado (a) a una frecuencia igual a la mitad de la frecuencia de corte.

RESPUESTA: (a) 0.8667, 1.1554; 1.155n, 1.155A. (b) —j0.276h/f €; j3.63f u/h.

Use la ecuacion (9-33) para obtener la expresion de la velocidad de grupo, #,, en una guia
de ondas, en términos de £, y f, y demuestre que

wu, = ul, (9-42)

7

EJEMPLO 9-1

Un diagrama de
dispersion es una
gréfica o-f.

La ecuacion (9-29) expresa la relacion entre la constante de fase gy la frecuencia fde
los modos que se propagan en una guia de ondas. Dibuje la grifica de @ en funcion
de f para los modos TM y TE, y analice la forma en que se pueden determinar a partir de
la grafica las velocidades de fase y de grupo de una onda que se propaga en la guia.

SOLUCION

La ecuacion (9-29) es valida para los modos que se propagan TM y TE. Puesto que
k = w/u, donde u = 1/,Jue es la velocidad de propagacion de la onda en un medio ili-
mitado, podemos reescribir la ecuacion (9-29) como

N
w = TR (wc/w)z. (9-43)

La grafica de o en funcion de g, conocida como diagrama de dispersién, se muestra
como una curva solida en la figura 9-2. Corta al eje o (8 =0) en @ = .. La pendiente

FIGURA 9-2  Grafica @—p de una guia de ondas (ejemplo 9-1).

&

Modos TM y TE
que se propagan
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EJEMPLO 9-2

de la linea que une el origen con cualquier punto, digamos P, de la curva, es igual a
la velocidad de fase, u,, para un modo especifico con una frecuencia de corte £, y que
opera a una frecuencia particular. La pendiente local de la curva o—fgen Pes la velocidad
de grupo, u,. Podemos observar que en el caso de ondas TM y TE que se propagan
en una guia de ondas, u, > u, u, <uy es valida la ecuacién (9-43). Al ir aumentado
la frecuencia de operacién mucho més all4 de la frecuencia de corte, u, y u, se aproxi-
man asintéticamente a u. El valor exacto de o, depende del valor caracteristico 4 de
la ecuacion (9-26), o sea, del modo TM o TE particular.

Considere una guia de ondas de placas paralelas que consiste en dos placas conduc-
toras perfectas separadas por una distancia b y rellenas con un medio dieléctrico cu-
yos parametros constitutivos (e, 4) son los que se presentan en la figura 9-3. Se supone
que las placas se extienden infinitamente en la direccion x. (Los campos no varian en
la direccion x.)

a) Obtenga las expresiones con dependencia armonica con el tiempo de los modos
TM en la guia.

b) Determine la frecuencia de corte.

SOLUCION

a)  Supongamos que las ondas se propagan en la direccion +z. H, = 0 para los modos
TM. Cuando hay dependencia arménica con el tiempo es conveniente trabajar con
fasores de intensidad de campo y escribir E,(y, z) como E?(y)e ™. Puesto que no
hay variacion en la direccion x, la ecuacién (9-22) se convierte en

d*E2(y)

“— + h*E2(y) = 0. :

iy =(y) (9-44)
La solucion general de la ecuacion (9-44) es

E%(y) = A,senhy + B, cos hy. (9-45)

FIGURA 9-3  Guia de ondas infinita de placas paralelas.
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Frecuencia de corte
de una guia de
ondas de placas
paralelas

b)

La componente tangencial del campo eléctrico debe desaparecer en la superficie
de las placas conductoras perfectas, por lo cual se deben satisfacer las siguien-
tes condiciones en la frontera:

(i) Eny=0, EX0)=0,

y

(i) Eny=b, E%b) = 0.

La condicién en la frontera (i) requiere que B, = 0, mientras que la condicion en
la frontera (ii) requiere que sen kb = 0 o hb = nx, lo que determina el valor ca-

racteristico A:

nmn

h=?, =1 23,000 (9-46)
Por lo tanto, EY(y) en la ecuacion (9-45) debe tener la forma siguiente:

nn
EX(y) = A,sen (Ty). (9-47)

donde la amplitud 4, depende de la intensidad de excitacion de la onda TM. Las
unicas otras componentes de campo distintas de cero se obtienen de las ecuaciones
(9-11) y (9-14), teniendo en cuenta que H? =0 y que dE%dx = 0.

H3(y) = ﬂ:—e Ay cos (E’-;X) (9-48)
E)(y) = — -E A, cos ("?) (9-49)

La variable yde la ecuacion (9-49) es la constante de propagacion, que puede
determinarse a partir de la ecuacién (9-24):

nn\? "
r= (5] - wlue. (9-50)

La frecuencia de corte es la frecuencia a la cual y= 0. Tenemos

(Hz),

(9-51)

lo cual, por supuesto, concuerda con la ecuacion (9-26). Las ondas con > [, se
propagan con una constante de fase g, dada por la ecuacion (9-29); las ondas con
J = f. son evanescentes,

Hay varios modos TM que se propagan (modos caracteristicos o propios)
posibles, dependiendo de los valores de n, que corresponden a los distintos va-
lores caracteristicos h. Asi, esta el modo TM, (n = 1) con frecuencia de corte
(f), =128 JE, el modo TM, (n = 2) con (f,), = 1/b JE, etcétera. Cada
modo tiene sus propias caracteristicas. Cuando n = 0, E, = 0 y s6lo pueden existir
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las componentes transversales H, y E,. Por lo tanto, el modo TM, es el modo
TEM, un caso especial para el cual £, = 0.

PREGUNTAS DE REPASO
P.9-1 ;Por qué los tipos comunes de lineas de transmision no son utiles para la transmision
de sefiales a largas distancias a frecuencias de microondas en modos TEM?

P.9-2 ;Por qué los elementos de pardmetros concentrados conectados por alambres no son
utiles como circuitos resonantes a frecuencias de microondas?

P.9-3 ;Cuales son los tres tipos bésicos de ondas que se propagan en una guia de ondas uniforme?

P.9-4 Explique por qué las guias de ondas de un solo conductor, huecas o rellenas con dieléctrico,
no pueden propagar ondas TEM.

P.9-5 Defina la impedancia de onda.
P.9-6 Diga de qué manera depende la impedancia de la onda de la frecuencia
a) Para una onda TEM que se propaga.
b) Para una onda TM que se propaga.
¢) Para una onda TE que se propaga.
P.9-7 ;Qué son los valores caracteristicos de un problema con condiciones en la frontera?
P.9-8 ;Qué significa la freruencia de corte de una guia de ondas?

P.9-9 ; Puede tener mas de una frecuencia de corte una guia de ondas? ;De qué factores depende
la frecuencia de corte de una guia de ondas?

P.9-10 ;Es mayor o menor la longitud de onda de la onda que se propaga en una guia de
ondas que la longitud de onda en el medio dieléctrico ilimitado correspondiente?

P.9-11 ;Qué es un modo evanescente?

COMENTARIOS

1. Una guia de ondas exhibe las propiedades de un filtro pasaalto, dejando que se
propaguen sélo las frecuencias mayores que una frecuencia de corte.

2. Lasimpedancias de la onda de los modos TM y TE que se propagan en las guias
de ondas sin pérdidas son puramente reales y cambian de acuerdo con la razon
( £/f); las de los modos evanescentes son puramente imaginarias.

3. Lalongitud de onda (4, y la velocidad de fase (u,) de los modos TM y TE en
una guia de ondas son mayores que la longitud de onda (1) y la velocidad (u),
respectivamente, de propagacion de las ondas en el medio ilimitado correspon-
diente.

4. Lavelocidad de grupo (u,) de propagacion de las ondas en una guia de ondas no
es igual al producto f4,, pero si lo es la velocidad de fase (u,).

5. Las guias de ondas de un solo conductor son sistemas de transmision dispersivos
(u, no es proporcional a f).

6. La frecuencia de corte de una guia de ondas de placas paralelas es inversamente
proporcional a la separacion de las placas.
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9-3 GUIAS DE ONDAS RECTANGULARES

La guia de ondas de placas paralelas que se analizo en el ejemplo 9-2 se basaba en la
suposicion de que las placas eran de extension infinita en la direccién transversal x;
es decir, los campos no varian con x. En la practica estas placas siempre son de an-
chura finita, con efectos marginales en los bordes. La energia electromagnética se fuga
por los lados de la guia y se producen acoplamientos indeseables con otros circuitos
y sistemas. Por esto, las guias de ondas practicas normalmente son estructuras uniformes
con seccion transversal de tipo cerrado. En esta seccion analizaremos el comportamiento
de las ondas en las guias de ondas rectangulares huecas.

En el tratamiento que aparece a continuacion usaremos como base el material
de la seccion 9-2, relacionado con el comportamiento general de las ondas en guias de
estructura uniforme. Se considera que la propagacion de las ondas con dependencia
armoénica con el tiempo es en la direccion +z, con constante de propagacion y. Ana-
lizaremos por separado los modos TM y TE. Como ya indicamos, las ondas TEM no
pueden existir en una guia de ondas de un solo conductor hueco o relleno de dieléctrico.

9-3.1 ONDAS TRANSVERSALES MAGNETICAS EN GUIAS DE ONDAS RECTANGULARES

Considere la guia de ondas que aparece en la figura 9-4, con seccion transversal rec-
tangular de lados a y b. Se supone que el medio dieléctrico en el interior tiene pa-
rametros constitutivos € y u. En el caso de ondas transversales magnéticas (TM),
H, =0y E, se obtiene de la ecuacion (9-22). Si escribimos E (x, y, z) como
E.(x, y, 2) = EJ(x, y)e ™, (9-52)
resolvemos la siguiente ecuacion en derivadas parciales de segundo grado:

62 az
(a_xi *a7 + hz) EJ(x, y)=0. (9-53)

FIGURA 9-4  Guia de ondas rectangular.
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Método de
separacion de
variables

Suponemos que la solucion £%(x, y) puede expresarse como un producto de una funcion
X(x), que tinicamente dependa de x, y de una funcion Y(y) que sélo dependa de y:

E2(x, y) = X(x)Y(y). (9-54)
En la subseccion 3-11.5 mencionamos el teorema de la unicidad, el cual garantiza que
la solucion de la ecuacion (9-54), independientemente de la manera que se obtenga,
es la tnica solucion posible si satisface las condiciones en la frontera del problema.
Al suponer una solucién de producto, como la de la ecuacion (9-54), hemos seguido
el método de separacion de variables. Sustituyendo la ecuacion (9-54) en la ecuacién
(9-53) y dividiendo la ecuacidn resultante por X(x)¥(y) obtenemos

1 d?X(x) 1 d*Y(y) %

S X(x) dx? T Y(y) dy?
El lado izquierdo de la ecuacion (9-55) es funcién {inicamente de x y el lado derecho
lo es solo de y, de modo que ambos lados deben ser iguales a una constante para que
la ecuacion sea vélida para todos los valores de x y y. Si llamamos a esta constante (cons-
tante de separacion) k? obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias separadas:

(9-55)

X :
{zx) + kIX(x)=0, vy (9-56)
dx
LYY | avin—o
B =, (9-57)
donde
ki = bt —kZ (9-58)
Las soluciones generales de las ecuaciones (9-56) y (9-57) son
X(x) = A, senk,x + Aycosk,x y _ (9-59)
Y(y) = B, senk,y + B, cosk,y. (9-60)

Las formas apropiadas que deben elegirse para X(x) y ¥(y) deben ser tales que su pro-
ducto en la ecuacion (9-54) satisfaga las siguientes condiciones en la frontera:
1.  En la direccion x:

E20, y) =0, vy (9-61)

E%a, y) = 0. (9-62)
2.  En la direccion y:

Elx,0)=0, y (9-63)

E(x, b)=0. (9-64)

Es evidente entonces que hay que elegir:
X(x) en la forma de sen k_x,
mn

k,=—, = 128
a



402

CAPITULO 9 GUIAS DE ONDAS Y CAVIDADES RESONANTES

Frecuencia de corte
del modo TM_,

Longitud de onda
de corte del modo
™.,

¥(») en la forma de sen k,y,
k, = — A= 12 3o

y la solucién apropiada de E%(x, y) es

E(x, y) = Egsen (";—n x) sen (% y) (V/m), (9-65)

donde se ha sustituido E; por el producto A4,B,, que se determinard a partir de las
condiciones de excitacion de la guia de ondas. Las otras componentes del campo se
obtienen de las ecuaciones (9-11) a (9-14), poniendo H? = 0.

El valor caracteristico s y la constante de propagacion y estan relacionados con
k., y k, a través de las ecuaciones (9-58) y (9-24), respectivamente. Tenemos

z_ﬂl EZ
h—(a)+(b), (9-66)

2 n 2
y=JB=j/k —h =J'\/w2.ue - (”;—“) 4 (’%) . (9-67)

Cada una de las combinaciones de los enteros m y » define un modo posible que puede
designarse como el modo TM,,,; por lo tanto, hay un niimero doblemente infinito de mo-
dos TM. El primer subindice denota el nimero de variaciones de medio ciclo de los
campos en la direccién x, y el segundo subindice indica el nimero de variaciones de
medio ciclo de los campos en la direccion y. El corte de un modo dado es la condi-
cién para la cual se anula y. La frecuencia de corte del modo TM,,, es, con base en la

ecuacion (9-26),

2
5) (Hz). (9-68)

2 IO — . (5)2+(
" on /e 2/ ueN \a b

Alternativamente, podemos escribir A, = w/f, = 2alh o

2
('lc )nu T e (m),

m\* (n)? 9-69)
&) +() (

donde A, es la longitud de onda de corte.
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EJEMPLO 9-3

Para los modos TM en guias de ondas rectangulares, m y n no pueden ser cero.
Si asi fuera, desaparecerian E%(x, y) en la ecuacion (9-65) y las demas componentes
del campo. Por lo tanto, el modo TM,, tiene la menor frecuencia de corte de todos los
modos TM en una guia de ondas rectangular. Aqui se aplican directamente las expre-
siones de la constante de fase gy de la impedancia de la onda Z;,, para los modos que
se propagan, expresadas por las ecuaciones (9-29) y (9-34), respectivamente.

Una guia de ondas rectangular con dimensiones a = 2.3 (cm) y & = 1.0 (¢cm) esta re-
llena con un medio caracterizado por €, =2.25, y = 1.

a) Calcule A, /.y A, para el modo TM,,.

b)  Si la frecuencia de operacion es un 15% mayor que la frecuencia de corte, cal-
cule (Dpm,» Brm, ¥ (4, Suponga que la guia de ondas no tiene pérdidas para
los modos de propagacidn.

SOLUCION

a) Para el modo TM,, se usa m = n = 1 en las ecuaciones (9-66), (9-68) y (9-69).

o st N o 3426 (m~1)
W = N\ 33% 102 T i ;

h he 342.6 x (3 x 108)
(Sm,, = i = =109 (GHz).
Jehm 2n./ ue 211\/6_, 271225
2n 2n

(Ac)rm,, h 342.6 (cm)

b) TM,, es un modo que se propaga a la frecuencia f= 1.15f = 1.15 x 10.9 = 12.54
(GHz). Las expresiones de Zyy;, By 4, en las ecuaciones (9-34), (9-29) y (9-30)
contienen el factor Jl —(f.A)P= Jlu(l;’l.lS)2 = 0.494. Tenemos

F
(Z)rm,, =n |1 - (é) = AT x 0494 = 124.2 (Q),

f V2.25
'\ 2m x (12.54 x 10°),/2.25
(ﬁ)TMI] = w\/; 1 — (%) = d: { T ]OB x 0.494

= 194.5 (rad/m),

Y

. _2n 2=n
(Ao, = Brwm., 1945

= 0.0323 (m) = 3.23 (cm).
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m EJERCICIO 9.4

CAPITULO 9 ___g_UfAS DE ONDAS Y CAVIDADES RESONANTES

TM,, es un modo evanescente si f < (f)ny,. Encuentre la constante de atenuacién para el
modo TM,, en la guia de ondas del ejemplo 9-3 con f'= 0.85f.. ;Cual es la distancia en la
guia de ondas a la cual las amplitudes del campo se reducirin en un factor de e' o en un
36.8%7

RESPUESTA: 180.5 (Np/m), 5.5 (mm).

Encuentre las frecuencias de corte para los modos TM,, y TM,, en la guia de ondas del
ejemplo 9.3.

RESPUESTA: 20.5 (GHz), 13.3 (GHz).

9-3.2 ONDAS TRANSVERSALES ELECTRICAS EN GUIAS DE ONDAS RECTANGULARES

En el caso de ondas transversales eléctricas (TE), £, = 0, resolvemos la ecuacion

(9-36) para H,. Escribimos

H.(x, y, 2) = H2(x, y)e ™, (9-70)
donde HY(x, z) satisface la siguiente ecuacion en derivadas parciales de segundo
grado:

ik a?
— +—+h|HYx, ) =0. &

(ﬁxz + R + ) (X, ¥) (9-71)

Se observa que la ecuacion (9-71) tiene exactamente la misma forma que la ecua-
¢ion (9-53). La solucion de H%x, y) debe satisfacer las siguientes condiciones en la
frontera:

1. En la direccién x:

oH?

: =0(E,=0) enx=0, (9-72)
dx

JHO

SE=0(E,=0 enx=a (9-73)
dx ;

2.  En la direccion y:
dH?
E=0(E,=0) en y =0, (9-74)

dy

dOH?
—=0(E,=0) eny=b (9-75)
cy

Es facil comprobar que la solucion apropiada de H?(x, y) es

H%x, y) = H, cos (f?:l—ﬂ x) cos (% y) (A/m). (9-76)

Las otras componentes del campo se obtienen de las ecuaciones (9-11) a (9-14):

jou (nm mn nm
EXx, y) = T (;) Hcos (7 x)sen (T y), (9-77)
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Jou fmm mn nm
EYx, y) = — 3 (_a_) H,sen (7 x) cos (F y)‘ (9-78)
y (mn mmn nn
Ho(x, y) = ] (T) H,sen (7 x) cos (T y), (9-79)
y (nn mn nm
H)(x, y) = W (?) Hg cos (7 X) sen (‘5‘ }’)s (9-80)

donde A y y tienen las mismas expresiones que las de las ecuaciones (9-66) y (9-67)
respectivamente, para los modos TM.

La ecuacién (9-68) para la frecuencia de corte también es aplicable en este caso. En
los modos TE, m o n (pero no ambas) pueden ser cero. Si a > b, h = n/a es el valor ca-
racteristico mas pequefio y la frecuencia de corte es la mds baja cuando m =1y n = 0:

1 u
AT 2afme 22 klz). (9-81)
La longitud de onda de corte correspondiente es
(Ahe,, =2a  (m). (9-82)

El modo con menor frecuencia de corte (longitud de onda de corte mas larga) se de-
nomina modo dominante. Por consiguiente, e/ modo TE,, es el modo dominante de
una guia de ondas rectangular con a > b. El modo TE, tiene importancia especial,
ya que posee la constante de atenuacion mas baja de todos los modos en una guia de
ondas rectangular y su campo eléctrico esta claramente polarizado en una direccién en
todas las posiciones. Examinaremos con mayor detalle su estructura de campo y otras
caracteristicas mas adelante, en este capitulo.

(a) (Cudl es el modo dominante de una gufa de ondas rectangular de a x b si a < »? ;Cual
es su longitud de onda de corte? (b) ;Cuales son las frecuencias de corte en una guia de ondas
cuadrada (a = b) para los modos TM,,, TE,, y TE,?

RESPUESTA: (a) 2b, (b) l/a2u€ .

EJEMPLO 9-4

Una onda TE,; a 10 (GHz) se propaga en una guia de ondas rectangular con dimen-
siones internas @ = 1.5 (cm) y b = 0.6 (cm), rellena con polietileno (€, = 2.25, g, = 1).
Determine (a) la constante de fase, (b) la longitud de onda en la guia, (c) la velocidad
de fase y (d) la impedancia de la onda.
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SOLUCION

A la frecuencia f= 10'° (Hz) la longitud de onda en el polictileno ilimitado es
3 x 108 2 x 108

T /225 x 100 10™°

La frecuencia de corte del modo TE,; es, usando la ecuacién (9-81),

_u 2 x 108
T 2a 2x(1.5x107%

u
A. == -
7 0.02 (m).

fe =0.667 x 10'° (Hz).

a) La constante de fase es, a partir de la ecuacién (9-38),

W £\ 2m10te
= ] [ D S _ 2
p== (f) 2><103./1 0.667
= 7451 = 234 (rad/m).

b) La longitud de onda en la guia es, con base en la ecuacion (9-30),
1= A _ 002
1= 0745

¢) La velocidad de fase es, a partir de la ecuacion (9-33),
B u _2x 108

T T 043

d) La impedancia de la onda es, usando la ecuacion (9-39),
377/./2.25
(Zrehio = #e __dll — 3374 (@)

/1—(f/f)? 0745

= 00268 (m).

=2.68 x 10® (m/s).

m EJERCICIO 9.6

{Cuales son los modos TM y TE que pueden propagarse en la guia de ondas rectangular rellena
de polietileno del ejemplo 9-4 si la frecuencia de operacion es de 19 (GHz)? ;Cudles son
sus frecuencias de corte?

RESPUESTA: TE , TE,,. TE;,, TE,, y TM,,. Frecuencias de corte en (GHz): 6.67, 13.3, 16.7,
179 y 17.9.

EJEMPLO 9-5

(a) Escriba las expresiones instantineas de los campos para el modo TE,, en una guia
de ondas rectangular de lados a y b. (b) Dibuje las lineas de los campos eléctrico y
magnético en los planos genéricos xy, yz y xz. (c¢) Dibuje las corrientes de superficie
sobre las paredes de la guia.

SOLUCION

a) Las expresiones instantaneas de los campos para el modo dominante TE,, se
obtienen multiplicando las expresiones fasorigles de las ecuaciones (9-76) a
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(c)

FIGURA 9-5 Lineas de campo para el modo TE, en una guia de ondas rectangular.

b)

(9-80) por e/~ #9) para luego tomar la parte real del producto. Para m =1y
n =0 (h,, = w/a) tenemos

E.(x, y,zt)=0, (9-83)
E/x, ¥, % 1) = %‘i Hgsen (2— x) sen(wt — f02), (9-84)
E(x,y,2z0)=0, (9-85)
n

H (x, y, z; (; x) sen(wt — By02), (9-86)
Hy(x,y,z8)=0, (9-87)
H.(x, y, z, 1) = Hycos (E x) cos (wt — Bo2), (9-88)
donde

s
p=Jk*—h = [wne— (E) . (9-89)

De las ecuaciones (9-83) a (9-88) podemos ver que el modo TE,, sélo tiene
tres componentes de campo distintas de cero: £, H, y H,. En un plano genérico
xy, por ejemplo, cuando sen (of — fz) = 1, £,y H, varian de acuerdo con sen
(mx/a) y son independientes de y, como se ilustra en la figura 9-5(a). En un
plano genérico yz, por ejemplo en x = a/2 o sen (wx/a) = 1 y cos (mx/a) =0
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xla=1

xfa=0

FIGURA 9-6  Corrientes superficiales en las paredes de la guia para el modo TE,, en una guia
de ondas rectangular.

s6lo tenemos E, y H, y ambos varian senoidalmente con fz. En la figura 9-5(b)
aparece un diagrama de E, y H, en = 0.

El diagrama en un plano xz ilustrara las tres componentes de campo distintas
de cero: E, H, y H,. La pendiente de las lineas H en = 0 esta regida por la si-
guiente ecuacion:

d n n
(ﬁ)u = ’%(3) tan (E x) tan fiz, (9-90)

que puede usarse para dibujar las lineas H de la figura 9-5(c). Estas lineas son
independientes de y.

¢) La densidad de corriente superficial por sobre las paredes de la guia, J,, estd
relacionada con la intensidad de campo magnético a través de la ecuacion (6-47b):

J,=a, x H, (9-91)

donde a,, es la normal hacia afuera de la superficie de la pared y H es la intensidad
de campo magnético en la pared. En ¢ = 0 se tiene

Ji(x=0)= —a,H.(0, y, z; 0) = —a,H,cos fiz, (9-92)
Jix=a)=a,H.(a, y, z; 0) = J(x = 0), (9-93)
Js(.V = 0) = atz(xs Os Z 0) SE asz(xs 0, z, 0)

bid B (n n
=a, H,cos (; x) cos fiz — a, el (E) Hgsen (; x) sen fiz,  (9-94)

Ji(y=b)= —J,(y =0). (9-95)

En la figura 9-6 se ilustran las corrientes superficiales sobre las paredes internas
enx=0yypy=h.
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m EJERCICIO 9.7

A medida que las ondas se propagan por una guia de ondas, se depositan cargas en la
superficie interior de sus paredes. Encuentre la expresién de las distribuciones de car-
gas superficiales

a) alo largo de las lineas centrales sobre las paredes superior e inferior, y

b) a lo largo de las paredes laterales para el modo TE, en ¢ = 0.

RESPUESTA: (a) p, = (wuea/m)H, sen f,z (C/m?) sobre la pared superior, (b) 0.

EJEMPLO 9-6

Se han disefiado guias de ondas rectangulares estandar, rellenas de aire, para las ban-
das de radar listadas en la tabla 6-4. Las dimensiones interiores de una guia de ondas
adecuada para aplicaciones en banda X son: @ = 2.29 cm (0.90 pulg) y & = 1.02 cm
(0.40 pulg). Si se desea que la guia de ondas opere Gnicamente en el modo dominante
TE,, y que la frecuencia de operacion sea al menos un 25% superior a la frecuencia
de corte del modo TE,,, pero no mayor que el 95% de la siguiente frecuencia de corte
mas alta, ;cudl es el intervalo de frecuencias de operacion permitidas?

SOLUCION
Sia=229 x 102 (m)y b=1.02 x 102 (m), los dos modos con menor frecuencia de

corte son TE,, y TE,,. Usamos la ecuacion (9-68) para encontrar

c 3 x 10® .
Wies L~ aw s e oo

(£)pei= E —13.10 x 10° (Hz).

Por lo tanto, el intervalo de frecuencias de operacién permitidas en las condiciones
especificadas es

1 -25(f:;)TEm = fEO‘gs(j;)TE'D

8.19 (GHz) < f=<12.45 (GHz).

9-3.3 ATENUACION EN GUIAS DE ONDAS RECTANGULARES

Causas de la
atenuacion en las
guias de ondas

La atenuacién en una guia de ondas se origina de dos fuentes: dieléctrico con pérdidas
o paredes que no son conductores perfectos. Las pérdidas modifican los campos eléc-
tricos y magnéticos en la guia, dificultando la obtencion de soluciones exactas. Sin
embargo, las pérdidas en las guias de ondas practicas por lo general son muy pequeias
y podemos suponer que las distribuciones de campos transversales de los modos de
propagacion no son afectadas de manera apreciable por dichas pérdidas. Una parte real
de la constante de propagacién aparecerd ahora como la constante de atenuacion, que
considera las pérdidas de potencia. La constante de atenuacién consiste en dos partes:

o= oty + o, (9-96)



410

CAPITULO 9 GUIAS DE ONDAS Y CAVIDADES RESONANTES

La atenuacién
debida a un
dieléctrico con
pérdidas aumenta
con la
conductividad del
dieléctrico y con la
frecuencia.

La atenuacién
debida a la
conductividad finita
de las paredes es
inversamente
proporcional a la
raiz cuadrada de la
conductividad de la
pared, pero
depende de manera
complicada del
modoy dedaa
frecuencia.

El modo TE,, tiene
la atenuacion mas
baja en una guia de
ondas rectangular.

donde «, es la constante de atenuacion por pérdidas en el dieléctrico y o, es la que se
debe a pérdidas de potencia 6hmica en las paredes conductoras imperfectas. La deter-
minacion analitica de o, y o, es algo tediosa, y aqui s6lo describiremos el procedimiento
general para determinarlas.

Para hallar e, recordamos que en la seccion 7-3 se explicé que podemos estu-
diar los efectos de un dieléctrico con pérdidas sobre la propagacion de ondas consi-
derando una permitividad compleja

€; =€ — je"

gt jI0 (9-97)

w ;

donde €"/e’ = o,/ we' es la tangente de pérdidas y o, es la conductividad equivalente

del dieléctrico. Si se usa €, en lugar de € en la ecuacién (9-24) se producira una constan-

te de propagacion compleja y, cuya parte real esa,. Podra verse que a, es directamente
proporcional a o, y disminuye con la razon ( £./f).

Para hallar e, se usa la ecuacion (8-57), derivada de la ley de la conservacion de
la energia,

P P, (2)

¢ 2Rz’
donde P(z) es la potencia media temporal que se propaga por la guia en la posicion z
y P (2) es la pérdida de potencia media temporal por unidad de longitud en la posi-
cién z. Podemos determinar P(z) a partir de las intensidades de campos transversales
eléctricos y magnéticos, usando la ecuacion (7-79). Para calcular P, (z) es necesario con-
siderar la pérdida de potencia en las cuatro paredes de la guia, ocasionada por una con-
ductividad finita g,. Esto requiere la integracion de | J,| 2R, sobre las superficies interiores
por unidad de longitud de las paredes, donde J, y R, denotan, respectivamente, la
densidad de corriente superficial sobre las paredes conductoras y su resistencia intrinseca
(véase la Ec. 7-53). Las expresiones de a, para TM,,, y TE,, son diferentes debido a
la diferencia en las distribuciones de corrientes. Dependen de forma complicada de las
dimensiones de la guia y de la razén (f/f). a es directamente proporcional a R, para
todos los modos; a su vez, R, es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la con-
ductividad de las paredes a,. Es evidente que «, serd igual a cero (no hay pérdida de
potencia) si las paredes de la guia son infinitamente conductoras (o, — ).

En la figura 9-7 aparecen representadas graficamente las curvas genéricas de a,
en funcion de la frecuencia de operacion f para los modos TE,, y TM,, en una guia
de ondas rectangular de cobre de 2.29 (cm) por 1.02 (¢cm). De la ecuacién (9-68) en-
contramos que (f,),, = 6.55 (GHz) y que (f)),, = 16.10 (GHz). Estas curvas muestran
que la constante de atenuacion aumenta rapidamente hacia el infinito conforme la fre-
cuencia de operacion se aproxima a la frecuencia de corte. Ambas curvas poseen un
minimo amplio en el intervalo de operacién (f > £.). La constante de atenuacién del
modo TE,, siempre es menor que la del modo TM,,. Estos hechos tienen una impor-
tancia directa en la eleccion de las frecuencias y de los modos de operacion.

(9-98)
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FIGURA 9-7  Atenuacioén debida a las pérdidas en las paredes de una guia de ondas rectangular
de cobre para los modos TE, y TM,, a =2.29 (cm), b= 1.02 (cm).

EJEMPLO 9-7

Una guia de ondas rectangular de 5.0 (cm) por 2.5 (cm), rellena de aire, tiene 0.8 (m)
de longitud y debe suministrar 1.2 (kW) a una carga adaptada a 4.5 (GHz). Suponga
que la constante de atenuacion es de 0.05 (dB/m) y calcule (a) la potencia media de
entrada requerida para la guia de ondas, (b) la cantidad total de potencia disipada en
las paredes de la guia de ondas y (c) el valor méximo de la intensidad eléctrica den-
tro de la guia.

SOLUCION

Dado: a = 5.0 x 1072 (m), b = 2.5 x 102 (m).

[ 3 x 108
2a 2x50x 1072
=3 x 10° (Hz) = 3 (GHz).

(/)10 del modo dominante =

Los modos mas altos que le siguen son TE,, y TE,,, ambos con frecuencia de corte
de 6 (GHz) > 4.5 (GHz). Por lo tanto, el inico modo de propagacion a 4.5 (GHz) es
el modo TE .

a) a=>5x 1072 (dB/m)=5.75 x 10™* (Np/m).

Py = cargaelwl= L2 %1032 52324 0nApn0.5

= 1.2 x 10%%°°92 = 1211 (W).
b) Potencia disipada= Py — Pearga
= 1211 - 1200 =11 (W).
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¢)  Las expresiones fasoriales de las componentes de los campos transversales para
el modo TE,, pueden escribirse a partir de las ecuaciones (9-84) y (9-86) como

E) = Eysen (E) x (9-99)
y

&
HO = — 5-09 1 — (%) sen (g x), (9-100)

donde 7, =,/p0 /€y Y By en la ecuacion (9-86) se ha escrito como ./ u €,

1/1—(]"(, !/ £)? véase la Ec. 9-38). Puesto que los campos maximos ocurren en
el extremo de entrada, a partir de la ecuacion (7-79) tenemos

b [a
Poi= . EYH?dxdy
2 0Jo

Elab hi
= 4‘::) 1—(%) ‘ (9-101)f

Si se sustituyen los nimeros en la ecuacion (9-101) se obtiene lo siguiente:

E3(5.0 x 1072)(2.5 x 107?) i _( 3 )2

12l 4 x 377 45

de donde se obtiene

E, = 44 283 (V/m).

PREGUNTAS DE REPASO

P.9-12 Explique el método de separacion de variables para la resolucion de ecuaciones en
derivadas parciales.

P.9-13 ;Qué significa el modo dominante de una guia de ondas? ;Cudl es el modo domi-
nante de una guia de ondas de placas paralelas?

P.9-14 Enuncie las condiciones en la frontera que debe satisfacer E, para las ondas TM en
una guia de ondas rectangular.

P.9-15 ;Cuadl es el modo TM que tiene la frecuencia de corte mas baja de todos los modos
TM en una guia de ondas rectangular?

P.9-16 Enuncie las condiciones en la frontera que debe satisfacer H, para las ondas TE en
una guia de ondas rectangular.

t A partir de la ecuacioén (7-79),
] b [
Py= —-[ J‘ Re(E x H*) a2 dxdy,
ovo
dondeE=a E}yH=aH}+a,H] Por lotanto, Ae (E x H') =—a EHY, ya que H estd 90° fuera de fase con
respecto a E;' y su producto no tiene parte real.
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m EJERCICIO 9.8

P.9-17 ;Cual es el modo dominante en una guia de ondas rectangular si (a) a > b, (b) a < b
y(c)a=5?

P.9-18 ;Cudl es la longitud de onda de corte del modo TE,; en una gufa de ondas rectan-
gular si a > b7

P.9-19 ;Cuales son las componentes del campo distintas de cero para el modo TE, en una
guia de ondas rectangular?

P.9-20 ;Por qué tiene especial importancia practica el modo TE,, en las guias de ondas
rectangulares?

P.9-21 ;Por qué no se usan guias de ondas para VHF y bandas de frecuencias mas bajas?

Encuentre la cantidad méaxima de potencia media a 10 (GHz) que puede transmitirse sin ruptura
en el modo TE, por una guia de ondas rectangular rellena de aire de dimensiones a = 2.25
(cm), b = 1.00 (cm).

COMENTARIOS

1. Hay una cantidad doblemente infinita de modos TE y TM en una guia de ondas.

2. Los valores caracteristicos de los modos TM y TE en las guias de ondas rectan-
gulares son nimeros discretos reales.

3. Las frecuencias de corte de los modos TM,,, y TE,,, son las mismas.

4. Las frecuencias de corte son inversamente proporcionales a JE del medio
dieléctrico.

5. El modo TM de menor grado en una guia de ondas rectangular es TM, .

6. El modo dominante en una guia de ondas rectangular cona > bes el TE,,, cuya
longitud de onda de corte es 2a.

7. El modo TE,, en una guia de ondas rectangular tiene la menor constante de
atenuacion por pérdidas en las paredes.

8. La constante de atenuacién por pérdidas en las paredes de una guia de ondas es
inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la conductividad de las paredes.

9-4 OTROS TIPOS DE GUIAS DE ONDAS

En la seccion 9-2 vimos que el procedimiento usado para analizar el comportamien-
to de las ondas en una guia de ondas uniforme comenzaba con la solucion de una ecua-
cion vectorial homogénea de Helmholtz en el plano de la seccion transversal de la guia.
Una solucién completa depende de la forma y de las dimensiones de la seccion trans-
versal. En la seccion 9-3 seguimos este procedimiento para obtener las caracteristicas
de operacion de las guias de ondas rectangulares. En esta seccion analizaremos bre-
vemente otros tipos de guia de ondas que también tienen aplicaciones précticas.



414

CAPiTULO 9 GUiIAS DE ONDAS Y CAVIDADES RESONANTES

Las fibras opticas
son guias de ondas
a frecuencias
opticas. Son
flexibles, y tienen
una atenuacién muy
baja y un ancho de
banda muy grande.

En primer lugar mencionaremos las guias de ondas circulares huecas, que de hecho
son tubos metélicos redondos. Un andlisis completo del comportamiento de las ondas
en una guia de ondas circular implica la resolucion de una ecuacién bidimensional de
Helmholtz en la seccion transversal circular de la guia, en coordenadas polares
(r, ¢). A su vez, para esto se requieren conocimientos de la ecuacién diferencial de
Bessel y de las funciones de Bessel. No intentaremos obtener esta solucion en este libro,
excepto para sefialar que, al igual que en las guias de ondas rectangulares, pueden existir
modos TM y TE con frecuencias de corte caracteristicas,

Las laminas dieléctricas y las barras sin paredes conductoras también pueden pro-
pagar modos TM y TE de ondas guiadas confinadas fundamentalmente al medio die-
léctrico. Los campos decrecen exponencialmente fuera del medio guia. Son campos de
dispersion y pueden causar problemas de interferencias en circuitos vecinos.

Un tipo de guia de ondas de gran importancia a frecuencias opticas consiste en
una fibra muy fina de material dieléctrico, por lo general vidrio, revestida con un material
que tiene un indice de refraccion ligeramente menor. Estas guias de ondas dpticas se
conocen como fibras dpticas; en la figura 7-18 se ilustrd una fibra dptica revestida.
Podemos explicar el funcionamiento de una fibra 6ptica en términos de la reflexion
interna total, como se hizo en el ejemplo 7-10 correspondiente a la figura 7-13. El
diametro del nicleo de las fibras opticas por lo general mide entre 25 y 100 (um) y
a frecuencias infrarrojas puede lograrse una atenuacion tan baja como 1/4 (dB/km).
Comparada con una atenuacién de unos 30 (dB/km) para las guias de ondas metélicas
huecas y cientos de dB/km para los cables coaxiales ordinarios, es evidente que esta
caracteristica de baja atenuacion es una enorme ventaja de las fibras opticas. Ademas,
el ancho de banda disponible a frecuencias infrarrojas es tal que un solo circuito de
fibras dpticas puede manejar cerca de 20 millones de canales telefonicos o 20 000 ca-
nales de television.

Las fibras opticas son tan finas y flexibles como un cabello, y se pueden agru-
par miles de ellas para formar una parte importante de un endoscopio, instrumento mé-
dico para examinar el interior de un oérgano hueco del cuerpo humano, como los
bronquios, el colon, la vejiga, etcétera. Las imdgenes se transmiten eficazmente a través
de las guias de ondas Opticas.

9-5 CAVIDADES RESONANTES

Las cavidades
resonantes son
cajas metalicas
cerradas.

Ya sefialamos que es dificil fabricar elementos de circuito concentrados ordinarios, como
R, L'y C, a frecuencias de microondas, y que los campos de dispersion se hacen im-
portantes. Los circuitos con dimensiones comparables a la longitud de onda de ope-
racion se convierten en radiadores eficientes e interfieren con otros circuitos y sistemas.
Asi mismo, los circuitos convencionales hechos de alambres tienden a tener mayor
resistencia eficaz por la pérdida de energia a través de radiaciones y como resultado

3
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Los campos
electromagnéticos
estan confinados
dentro de la caja. Se
eliminan los efectos
de radiacién y alta
resistencia,
produciendo una @
muy elevada,

del efecto de penetracion. Para lograr un circuito resonante en UHF y frecuencias mas
altas es necesario acudir a una cavidad completamente rodeada por paredes conduc-
toras. Esta cavidad blindada confina los campos electromagnéticos en el interior y ofrece
amplias areas para el flujo de corriente, eliminando asi la radiacion y los efectos de
alta resistencia. Estas cavidades, que tienen frecuencias resonantes naturales y un O
(factor de calidad) muy alto, se conocen como cavidades resonantes.

9-5.1

CAVIDADES RESONANTES RECTANGULARES

Considere una guia de ondas rectangular con los dos extremos cerrados por una pared
conductora. Las dimensiones interiores de la cavidad son g, b y d, como puede verse
en la figura 9-8. Dejemos a un lado por el momento la parte de la figura de la ex-
citacion por una sonda. Como los modos TM y TE pueden existir en una guia rec-
tangular, es de esperar que también existan estos modos en una cavidad resonante
rectangular. Sin embargo, la designacion de modos TM y TE en una cavidad reso-
nante no es tinica porque tenemos la libertad de elegir x, y 0 z como “direccion de
propagacion”; es decir, no hay una “direccion longitudinal tnica”. Por ejemplo, un
modo TE con respecto al eje z puede ser un modo TM con respecto al eje y.

Para nuestros fines elegimos el eje z como referencia de la “direccion de propa-
gacion”. En realidad, la existencia de paredes conductoras en z = 0 y z = d genera re-
flexiones multiples y crea ondas estacionarias; las ondas no se propagan en una cavidad
cerrada. Se requiere un subindice de tres simbolos (mnp) para designar una distribucion
de onda estacionaria TM o TE en una cavidad resonante.

FIGURA 9-8

Excitacion de los modos en la cavidad con una linea coaxial.

) | .
| d |
(b) Excitacién por bucle.

|\ 10
¢

(a) Excitacion por sonda.
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Para los modos
TMmp,m#Dynso

Frecuencia
resonante de una
cavidad resonante

(A)

(B)

~ CAPITULO 9  GUIAS DE ONDAS Y CAVIDADES RESONANTES

Modos TM,,,,

En las ecuaciones (9-52) y (9-65) se presentd la expresion fasorial para la tni-
ca componente longitudinal, E,(x, y, z) = EX(z, y)e ", de los modos TM,,, en una
guia de ondas. Note que la variacién longitudinal de una onda que se propaga en
la direccién +z estd descrita por el factor e* 0 ¢7*, Esta onda se reflejara en la
pared en z = d, y la onda reflejada, que va en la direccion —z, esta descrita por
el factor e/%. La superposicion de un término con e7# y otro de igual amplitud
con e/# produce una onda estacionaria de tipo sen fz o cos fz. ;De qué tipo
deberia ser? La respuesta a esta pregunta depende de la componente particu-
lar del campo.

Considere la componente transversal £,(x, y, z). Las condiciones en la frontera
en las superficies conductoras requieren que sea cero en z =0 y z = d. Esto sig-
nifica que (1) su dependencia con z debe ser del tipo sen gz y que (2) g = pw/d.
El mismo argumento se aplica a la otra componente del campo transversal eléc-
trico, E,(x, y, 2). Las relaciones entre las componentes transversales, %y E?, y
E? se presentaron en las ecuaciones (9-13) y (9-14), donde H? es nula para'los
modos TM. Recordemos que la presencia del factor (—y) en las ecuaciones (9-13)
y (9-14) es el resultado de una diferenciacion con respecto a z. Entonces, si E(x,
¥, z) depende de sen fz, a partir de la ecuacion (9-14), que contiene el factor
(-y), podemos llegar a la conclusion de que E (x, y, z) debe variar de acuerdo
con cos fz. Para el modo TM,,,, tenemos

E.(x,y,2) = E%(x, y)cos (% z) = E,sen (”;—ﬂ x) sen (%t y) cos (%F z).

(9-102)
Las demas componentes del campo se escriben usando £, en las ecuaciones
(9-11) a (9-14), notando que la multiplicacion por (—y) representa una dife-
renciacion parcial con respecto a z.

Si se sustituye 8= pa/d en la ecuacion (9-67) se obtiene la frecuencia re-
sonante de los modos TM,,,, (u = 1/ fu€):

o (m\ e\ (PN

La ecuacion (9-103) enuncia el hecho evidente de que la frecuencia resonante au-
menta al elevarse el orden del modo.

Modos TE,,,,

Las expresiones fasoriales para las componentes de la onda estacionaria de los
modos TE,,,, (E, = 0) se escriben a partir de las ecuaciones (9-76) y (9-77) a
(9-80). Se siguen las mismas reglas utilizadas para los modos TM,,,,,, a saber, (1)
las componentes del campo transversal eléctrico (tangencial) deben desaparecer
enz=0yz=dy(2) el factor yindica una diferenciacion parcial negativa con
respecto a z, Para la primera regla se requiere un factor sen (pmz/d) en E (x, y, 2),
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Para los modos
TEpp: P #0;m yn
no son ambos igual
acero

Modos degenerados

Una cavidad
resonante puede
excitarse con una
sonda pequena o
con un bucle.

E(x, y, 2) y H,(x, y, z); la segunda regla indica un factor cos (pmz/d) en H (x, y, z)
y H.(x, y, z). Tenemos

d

= H,cos (ﬂ x) cos (%}E y) sen (%t z).
a (9-104)

Las demas componentes del campo se escriben usando H, en las ecuaciones
(9-11) a (9-14) y observando que la multiplicacion por (-y) significa una dife-
renciacion parcial con respecto a z.

La expresion de la frecuencia resonante, f,,,,, es la misma que se obtuvo para
los modos TM,,,,,, (Ec.( 9-103)). Los modos distintos que tienen la misma frecuen-
cia resonante se denominan modos degenerados. De esta manera, los modos
TM,,-,"P y TE,,,, siempre son degenerados si ninguno de los indices del modo es
cero. El modo con menor frecuencia resonante para un tamafio dado de la cavidad
se conoce como mode dominante (véase el ejemplo 9-8).

Un modo determinado en una cavidad resonante (o en una guia de ondas)
puede excitarse a partir de una linea coaxial usando una pequefia sonda o una an-
tena de bucle. En la figura 9-8(a) se muestra una sonda que consiste en la pun-
ta del conductor interno de un cable coaxial; la sonda esta situada en la cavidad
en el lugar donde el campo eléctrico es maximo para el modo deseado. Esta sonda
es de hecho una antena que acopla la energia electromagnética a la cavidad re-
sonante. Como alternativa, podemos excitar la cavidad resonante introduciendo
una pequeiia espira en un lugar donde el flujo magnético del modo deseado li-
gado a la espira sea maximo. En la figura 9-8(b) se ilustra esta disposicion. Por
supuesto, la frecuencia de la sefial en la linea coaxial debe ser igual a la frecuencia

H.(x, y, z) = HJ(x, y)sen (E z)

resonante del modo deseado en la cavidad.
Como ejemplo, para el modo TE;, en una cavidad rectangular de @ X b x d
solo hay tres componentes del campo distintas de cero:

E = - J’(u::a Hosen (g x)sen G z), (9-105)
a n T
H = — EHUsen(E x)cos (E z), (9-106)
n T
H, = H,cos (; x) sen (E z). (9-107)

Podemos excitar este modo introduciendo una sonda en la regién central de la cara
superior o la inferior, donde E| tiene valor maximo, como se muestra en la figura
9-8(a), o introduciendo una espira en la cara anterior o posterior para acoplar el
valor maximo de H,, como puede verse en la figura 9-8(b). El mejor lugar para
colocar una sonda o una espira depende de los requisitos de adaptacion de impe-
dancias del circuito de microondas del cual forma parte la cavidad resonante.
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Una cavidad
resonante también
puede excitarse por
medio de un iris.

EJEMPLO 9-8

Un método comiin para acoplar la energia de una guia de ondas a una ca-
vidad resonante es introducir un agujero o un iris en la posicion apropiada en la
pared de la cavidad. El campo en la guia de ondas en el agujero debe tener una
componente que sea favorable para la excitacion del modo deseado en la cavi-
dad resonante.

Determine los modos dominantes y sus frecuencias en una cavidad resonante rectan-
gular rellena con aire para los casos (a) a > b >d,(b)a>d > by (c) a = b =d, donde
a, b y d son las dimensiones en las direcciones x, y y z, respectivamente.

SOLUCION

Como siempre, elegimos el eje z como “direccion de propagacion” de referencia. La
ecuacion (9-102) nos dice que en los modos TM,,,, ni m ni n pueden ser cero, pero
que p si puede serlo. La ecuacion (9-104) indica que, en los modos TM,,,,, . no se
anula incluso si m y n son cero, siempre y cuando p no sea cero. Sin embargo, si H,
es independiente de x y y, las ecuaciones (9-11) a (9-14) indican que no habra com-
ponente transversal del campo. Entonces, p no puede ser cero en los modos TE,,, ¥
m o n (pero no ambos) puede ser cero.
Los modos de menor orden en una cavidad resonante rectangular son

™y, TEy, y TE .

La frecuencia resonante de los modos TM y TE esta dada por la ecuacion (9-103).
a) Sia > b > d, la frecuencia resonante mas baja es

c 1 1
Jiro =3J7Z 5 (9-108)

donde c es la velocidad de la luz en el espacio libre. Por lo tanto, TM,, es el modo
dominante.
b) Sia>d > b, la frecuencia resonante mas baja es

forms L g1 9-109
IOI_Z a; dz’ (' }

y TE,,, es el modo dominante.

¢) Sia=b=d, los tres modos de menor orden (TM,,,, TEy,; y TE ;) tienen las
mismas distribuciones de campo. La frecuencia resonante de estos modos dege-
nerados es

flw=

C

J2a (9-110)
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B EJERCICIO 9.9 Determine las cuatro frecuencias resonantes mas bajas de una cavidad resonante rectangu-

lar de 2.5 (cm) por 1.5 (cm) por 5.0 (cm) rellena de aire; identifique sus modos.

RESPUESTA: 6.71, 8.49, 10.44, 11.66 (GHz).

9-5.2 FACTOR DE CALIDAD DE LAS CAVIDADES RESONANTES

Definicion de Q de
una cavidad
resonante

Férmula para
calcular la Q de una
cavidad resonante

Una cavidad resonante almacena energia en los campos eléctrico y magnético para
cualquier configuracion particular de un modo. Toda cavidad resonante prictica tie-
ne paredes con conductividad finita (resistencia superficial distinta de cero) y la pérdida
de potencia resultante ocasiona una disminucion de la energia almacenada. El factor
de calidad, O, de una cavidad resonante, como el de cualquier circuito resonante, es
una medida del ancho de banda de la cavidad resonante y se define como

Energia media temporal almacenada

a frecuenci t
Q=2rn = 2 mfd r.ﬁ. £ resonan. = (Sin dimensiones). (9-111Y
Energia disipada en un periodo

de esta frecuencia

Sea W la energia media temporal total en una cavidad resonante. Escribimos
Ww=W,+ W, (9-112)

donde W,y W, denotan las energias almacenadas en los campos eléctrico y magnético,

respectivamente. Si P, es la potencia media temporal disipada en la cavidad, enton-

ces la energia disipada en un periodo es P, dividido por la frecuencia y podemos escribir
la ecuacion (9-111) como

w
Q =—— (Sindimensiones). (9-113)

Al determinar la Q de una cavidad a una frecuencia resonante, lo habitual es suponer
que la pérdida es tan pequefia que permitira el uso de las distribuciones de campo cuando
no hay pérdidas.

A continuacion determinaremos la O de una cavidad a X b x d del modo TE,,,
que tiene tres componentes del campo distintas de cero, definidas por las ecuaciones
(9-105), (9-106) y (9-107). La energia eléctrica media temporal almacenada es

€
= fj[ﬁ,ﬁdv
fomlmﬂoa J J. J.se:n2 (—x>sen2(Ez)dxdydz

_Gowlol-uﬂﬂ (2)b( )——emuoa bdf o, H (9-114)
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La energia magnética media temporal total almacenada es

W = ?JHH;IZ + [H.|*} dv

e (o)
(e
()l

A partir de la ecuacion (9-103), la frecuencia resonante del modo TE,g, es

1 | 1
Jion=—— [+ 3. i
LY s |zt (9-116)

Si en la ecuacidn (9-114) se sustituye f,,, de la ecuacion (9-116), se demuestra que, a
la frecuencia resonante, W, = W, Por lo tanto,

Pn
— = 7 -
W=2W,=2 3 ba’(d2 ) (9-117)
Para hallar P,, observe que la pérdida de potencia por unidad de drea es
%, = 31JI°R, = 3IH/*R,, (9-118)

donde |H| denota la magnitud de la componente tangencial del campo magnético en
las paredes de la cavidad. La pérdida de potencia en la pared z = d (posterior) es igual
que en la pared z = 0 (anterior). Asi mismo, la pérdida de potencia en la pared x = a
(izquierda) es la misma que en la pared x = 0 (derecha); la pérdida de potencia en la
pared y = b (superior) es igual que en la pared y = 0 (inferior). Tenemos

b [a d b
PL=§.9?,,;JS=RS{I I IHx[z=0}12dxdy+J‘ J |H,(x = 0)*dyd:
0o
.[ j |H, Izdxdz+J~ J' |H, Izdxdz}
_RHIfa (b 1
e o e E*E : (9-119)

Usamos las ecuaciones (9-117) y (9-119) en la ecuacion (9-113) para obtener

(9-115)

7,01 woabd(a? + d?)
R,[2b(a® + d°) + ad(a® + d*)]

le. — {deD TEIUI)* (9-120}

donde f},, esta dada por la ecuacién (9-116).
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® EJERCICIO 9.10

La energia total almacenada, W, en una cavidad con pérdidas decrece exponencialmente con
el factor e 2% y la razén de cambio de W con el tiempo es igual a la potencia, P,, disipada
en las paredes de la cavidad. Demuestre que la constante de atenuacion « esta relaciona-
da con la cavidad Q por medio de la formula « = o/2Q.

EJEMPLO 9-9

Una cavidad
resonante con una
Q alta tiene un
ancho de banda
muy estrecho.

a)  (Cudl debe ser el tamafio de una cavidad ctibica hecha de cobre para que tenga
una frecuencia resonante dominante de 10 (GHz)?
b) Encuentre Q a dicha frecuencia.

SOLUCION

a) Para una cavidad cubica, @ = b = d. A partir del apartado (c) del ejemplo 9-8,
sabemos que TM,,, TEy,, y TE,, son modos dominantes degenerados con las
mismas distribuciones de campo; sabemos ademas que

3 %108

fion =—=—=10"" (H2).
J2a
Por consiguiente,
3 x 108
a2 0 Sia T fm]
\/i x 10!°
=212 (mm).
b) La expresion de Q en la ecuacion (9-120), correspondiente a una cavidad cubica,
se reduce a
af, a a
Q101 5—1—301;&'=§\/nf101ﬂ00- (9-121)

El valor de o para el cobre es de 5.80 x 107 (S/m); tenemos entonces

12
Oror = (2T X 10-2) /7104710 7Y5.80 x 107) = 10,693,

La Q de una cavidad resonante es sumamente alta en comparacion con la que se
obtiene en los circuitos resonantes LC concentrados. El valor anterior es algo menor
en la practica, por las pérdidas a través de las conexiones de alimentacion y las irre-
gularidades de la superficie.

De la teoria de circuitos sabemos que la variable de respuesta (voltaje o corriente)
en un circuito resonante es maxima a la frecuencia resonante y disminuye de forma pro-
nunciada en un circuito de Q alta a medida que la frecuencia se desvia, por ambos lados,
con respecto a la frecuencia resonante. Por esto, una cavidad resonante de Q alta es
muy selectiva y tiene un ancho de banda muy estrecho.
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®m EJERCICIO 9.11 Suponiendo que la cavidad cubica del ejemplo 9-9 estd hecha de bronce y rellena con un
material dieléctrico (€, = 3, y, = 1), determine

a) la frecuencia resonante mas baja, y
b) el factor de calidad Q.

RESPUESTA: 5.78 (GHz), (b) 4230.

PREGUNTAS DE REPASO
P.9-22 ;Qué son las cavidades resonantes? ;Cuéles son sus propiedades méas deseables?

P.9-23 ;Son ondas que se propagan u ondas estacionarias las distribuciones de campo en
una cavidad resonante? ;Cémo difieren de las distribuciones en una guia de ondas?

P.9-24 Haciendo referencia al eje z, diga cuales de los modos siguientes no pueden existir
en una cavidad resonante rectangular: TM,,,, TM 4, TM 4, TEy,,, TE g, TE ;. Explique
por qué.

P.9-25 ;Qué se quiere decir con modos degenerados?

P.9-26 Defina el factor de calidad, O, de una cavidad resonante.

P.9-27 ;Cual es la suposicién fundamental que se hace al obtener las férmulas para la Q de
las cavidades resonantes?

P.9-28 Explique por qué la 0 medida en una cavidad resonante es menor que su valor
calculado.

COMENTARIOS

1. Los modos TM,,,, y TE,,,, (m, n, p # 0) en una cavidad resonante rectangular
tienen las mismas frecuencias resonantes.

2. Los subindices m, ny p denotan, respectivamente, el nimero de semilongitudes
de onda de las variaciones de campo en las direcciones x, y y z.

3. La O de una cavidad resonante es directamente proporcional a la raiz cuadrada
de la conductividad de las paredes.

RESUMEN

En este capitulo sobre guias de ondas y cavidades resonantes

« estudiamos el método para analizar el comportamiento de ondas en estructuras guia
uniformes por medio de la resolucién de ecuaciones vectoriales homogéneas de
Helmholtz;

e examinamos las caracteristicas generales de las ondas TM y TE;
« explicamos las propiedades de corte y pasaalto de las guias de ondas;

« analizamos las distribuciones de campos y corrientes del modo dominante TE,; en
una guia de ondas rectangular;

o estudiamos el método para determinar la constante de atenuacién de los modos que
se propagan en una guia de ondas rectangular y mostramos curvas genéricas de
«, en funcién de la frecuencia, y
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« explicamos los modos de ondas, determinamos las frecuencias resonantes y verifi-
camos la propiedad de  alta de las cavidades resonantes rectangulares,

PROBLEMAS

P.9-1 (a) Represente graficamente las impedancias de la onda para una guia de ondas
rellena de aire en funcion de la razén ( f/f.) para los modos TM y TE. (b) Compare
los valores de Zqy Y Zrp para f= 1.1f.y 2.2f.

P.9-2 Use las relaciones apropiadas presentadas en la seccion 9-2 para las guias de ondas

uniformes y
a) demuestre que el diagrama universal que relaciona u,/u y f./f es un cuarto de
circulo con radio unidad,
b) dibuje la grafica universal de A,/A en funcién de f/f,
¢) calcule w /u, A,/Ay u,/u para f=1.25f.
P.9-3 Suponga que se envia una onda TE de frecuencia fen la direccion z por la guia
de ondas de placas paralelas de la figura 9-3. El medio dieléctrico entre las placas tiene
parametros constitutivos €y u. (a) Encuentre la expresion fasorial de HY(y). Determine
la frecuencia de corte del modo TE,. (c) Escriba las expresiones instantaneas de to-
das las componentes del campo del modo TE,.
P.9-4 Para la guia de ondas de placas paralelas rellena de aire de la figura 9-3,
a) obtenga las expresiones fasoriales de todas las componentes del campo para los
modos TE,
b) determine la frecuencia de corte para el modo TE, , y
¢) encuentre las densidades superficiales de corriente sobre las placas conductoras.
Fluyen en la misma direccion las corrientes de las dos placas o lo hacen en di-
recciones opuestas?
P.9-5 La longitud de onda en la guia y la impedancia se pueden medir mediante un
detector conectado a una prueba que se mueve por una seccion ranurada de guia de
ondas. Suponga que al colocar un plano conductor en cortocircuito en el extremo
de carga de una guia de ondas rectangular hueca sin pérdidas de 2.50 (cm) por 1.25
(cm), que soporta el modo TE,,, los minimos de voltaje adyacentes estdn a una dis-
tancia de 2.65 (cm). Al reemplazar el cortocircuito por una carga, la razén de onda
estacionaria es 2.0 y los minimos de voltaje se han desplazado 0.80 (cm) hacia la carga.
Calcule (a) la frecuencia de operacion, (b) la impedancia de la carga y (c) la poten-
cia suministrada a la carga por una potencia de entrada de 10 (W).
P.9-6 Se tiene una guia de ondas rectangular rellena de aire, de dimensiones a x b,
que funciona a la frecuencia f'en el modo TM,,. (a) Escriba las expresiones fasoria-
les de todas las componentes del campo y (b) encuentre £, 1,y 4,.
P.9-7 Una guia de ondas rectangular estandar de banda S, rellena de aire, tiene dimensio-
nes @ = 7.21 (cm) y b = 3.40 (cm). ;Qué tipos de modos pueden usarse para transmitir
ondas electromagnéticas que tienen las siguientes longitudes de onda?
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a)A=10(cm)y b)A=35 (cm).
P.9-8 Calcule y liste en orden ascendente las frecuencias de corte (en términos de
la frecuencia de corte del modo dominante) de los modos siguientes en una guia de
ondas rectangular de a x b: TE,,, TE,,, TE,,, TE,,, TM,;, TM,, y TM,, (a) si
a=2by(b)sia=bh.
P.9-9 Hay que construir una guia de ondas rectangular de a x b (b < a < 2b), re-
llena de aire, que opere a 3 (GHz) en el modo dominante. Deseamos que la frecuen-
cia de operacion sea al menos un 20% mayor que la frecuencia de corte del modo
dominante y también un 20% menor que la frecuencia de corte del siguiente modo
de orden mayor.
a) Presente un disefio genérico para las dimensiones a y b.
b) Calcule 8, u,, }.,g y la impedancia de la onda a la frecuencia de operacion de su
disefio.
P.9-10 Calcule y compare los valores de B, u,, u;, A4,y Z;,, para una guia de ondas
rectangular de 2.5 (¢cm) por 1.5 (cm) que funciona a 7.5 (GHz):
a) si la guia de ondas esta hueca, y
b) si la guia de ondas esta rellena con un medio dieléctrico caracterizado por
€.=2,4,=1yc=0.
P.9-11 Comience con la ecuacion (9-45) y
a) obtenga las expresiones de E(x, y), E9(x, y), Hi(x, )y HJ(x, ) para el modo TM,, y
b) obtenga una férmula para la potencia media P, transmitida a lo largo de una guia
de ondas de @ X b.
P.9-12 La expresion instantanea para £, de un modo TM en una guia de ondas rec-
tangular rellena de aire, de 5.0 (cm) por 2.5 (cm) es
E, = E, sen (1007x) sen (100 my) cos (2710'% — gz) (V/m).
a) ;Cudl es el modo de operacion?
b) Calcule £, B, Zyy y 4,
P.9-13 La expresion instantdnea para H, de un modo TE en una guia de ondas cua-
drada rellena de aire de 2.5 (cm) por 2.5 (cm) es
H,=0.3 cos (80my) cos (ot — 280z) (A/m).
a) ;Cual es el modo de operacion?
b) Calcule £, f, Zy y 4,
¢) Suponga que las pérdidas son despreciables y calcule el flujo de potencia media
en la guia de ondas.
P.9-14 La atenuacion de los modos de propagacion en una guia de ondas debida a un
dieléctrico con pérdidas puede estudiarse en términos de una permitividad compleja
€, y una conductividad equivalente o, como se muestra en la ecuacién (9-97). (a)
Sustituya la ecuacion (9-97) en la ecuacion (9-24) para obtener una formula para la
constante de atenuacion o, debida al dieléctrico con pérdidas, en términos de la razon
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f.1f. (b) Calcule o para una guia de ondas rectangular de 2.50 (cm) por 1.25 (cm) que
funciona a 4.0 (GHz). El medio dieléctrico tiene una constante dieléctrica de 4 y una
conductividad equivalente de 3 x 1075 (S/m).

P.9-15 Una onda electromagnética se propaga por una guia de ondas rectangular re-
llena de aire, de dimensiones a % b, en el modo dominante. Suponga que a = 2.50 (cm)
y que el ancho de banda utilizable estd entre 1.15( £)),, ¥ un 15% por debajo de la fre-
cuencia de corte del siguiente modo mas alto,

a) Calcule y compare el ancho de banda permitido para b = 0.25a, b = 0.50a y
b =0.75a.

b) Calcule y compare la potencia media transmitida en las tres guias del apartado
(a) a 7 (GHz) si la intensidad eléctrica maxima es de 10 (kV/m). Ignore las
pérdidas.

P.9-16 Se tiene una cavidad resonante rectangular sin pérdidas, rellena de aire, con
dimensiones de & (cm) X 6 (cm) x 5 (cm). Encuentre los ocho primeros modos de menor
orden y sus frecuencias resonantes.

P.9-17 Una cavidad rectangular rellena de aire, con paredes de metal (e, 1, 0 =
1.57 x 107 (S/m)), tiene las dimensiones siguientes: a =4 (cm), b = 3(cm), d = 5 (cm).
a) Determine el modo dominante y su frecuencia resonante para esta cavidad.

b) Calcule la Q y las energias eléctrica y magnética media temporal almacenadas a
la frecuencia resonante, suponiendo que H; es de 0.1 (A/m).

P.9-18 Si la cavidad rectangular del problema P.9-17 esta rellena con un material die-
léctrico sin pérdidas con constante dieléctrica de 2.5, calcule

a) la frecuencia resonante del modo dominante,

b) la Q,y

¢) las energias eléctrica y magnética media temporal almacenadas a la frecuencia re-
sonante, suponiendo que H, es de 0.1 (A/m).

P.9-19 La ecuacion (9-121) indica que el factor de calidad Q,, para el modo TE,,
en una cavidad resonante cibica (@ = b = d) puede escribirse como

a
Q1o =35’ (9-122)
donde & es la profundidad de penetracion en las paredes de la cavidad.

a) Si la cavidad esta hecha de metal, determine el valor de a necesario para obte-
ner un factor de calidad de 6500.

b) Calcule la frecuencia resonante.
¢) (Cuanto valdria O, si la cavidad estuviera hecha de cobre?

P.9-20 Para una cavidad resonante rectangular hecha de cobre, rellena de aire,
a) calcule O para el modo TE,;, si sus dimensiones son a =d = 1.8b=3.6 (cm), y

b) determine cudnto hay que incrementar b para que Q sea un 20% mayor.
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10-1 DESCRIPCION GENERAL Enel capitulo 7 estudiamos
las caracteristicas de propagacion de las ondas electromagnéticas planas en un medio
libre de fuentes, aunque sin considerar la forma en que se generaron estas ondas. Por
supuesto, estas ondas deben originarse en fuentes, que en términos electromagnéticos
son cargas y corrientes variables con el tiempo. Para radiar energia electromagnética
de forma eficiente y en las direcciones prescritas, las cargas y corrientes deben distri-
buirse en formas especificas. Las antenas son estructuras disefiadas para radiar y recibir
energia electromagnética eficazmente, en una forma prescrita. Cada antena tiene una
impedancia de entrada caracteristica y puede considerarse como un transductor para
adaptar la linea de transmision de alimentacion o la guia de ondas a la impedancia in-
trinseca del medio circundante. Si no hubiera una antena eficiente, la energia electro-
magnética estaria localizada y no seria posible la transmision inalambrica de informacion
a grandes distancias.

En este capitulo estudiaremos primero los campos de radiacién y las propieda-
des caracteristicas de un dipolo eléctrico elemental. Después veremos las antenas li-
neales delgadas de longitud finita, de las cuales la antena dipolar de media longitud
de onda es un caso especial. Las caracteristicas de radiacion de una antena lineal estan
determinadas en gran medida por su longitud y por la forma en que es excitada. También
es posible agrupar varias antenas para formar un sistema de antenas y obtener una mayor
directividad y otras propiedades deseables. Consideraremos algunas de las propiedades
basicas de los sistemas simples. Analizaremos los conceptos del area eficaz de las
antenas receptoras y el drea transversal de retrodispersion de los dispersores. Asi mismo,



Antenas y sistemas de antenas

Procedimiento para
determinar las
caracteristicas

de radiacion de

una antena

examinaremos la relacion de transmision de potencia entre las antenas transmisoras y
receptoras, incluyendo la ecuacion del radar.

En términos generales, el analisis de las caracteristicas de radiacion de una an-

tena sigue los tres pasos descritos a continuacion:

1.

Determinar el potencial magnético A de una distribucion de corriente J conocida
o supuesta en la antena. Para la dependencia arménica con el tiempo, el fasor del
potencial vector retardado es, a partir de la ecuacion (6-85),
u Je ~*R
=— | —dv, -
4n I R (-4}
donde k = w,/ue = 27/A es el nimero de onda.

Encontrar la intensidad de campo magnético H a partir de A. Véase la ecuacion
(6-50).

1
H=;VxA. (10-2)

Hallar la intensidad de campo eléctrico E a partir de H. Use la ecuacion (6-80b)
con J = 0 en el espacio.

|
=—VxH. %
ot xH (10-3)

Una vez que se conocen E y H podemos determinar las demds caracteristicas de ra-
diacion de la antena.

427
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~ CAPITULO 10  ANTENAS Y SISTEMAS DE ANTENAS

10-2 EL DIPOLO ELECTRICO ELEMENTAL

Un dipolo hertziano
es un elemento de
corriente radiante
muy corto.

Consideremos primero las caracteristicas de radiacion de un alambre conductor muy
corto (comparado con la longitud de onda de operacion) y fino, de longitud d¥, por
el que circula una corriente con una dependencia arménica con el tiempo

i(t) = I coswt = Re[le’*1], (10-4)
como se ilustra en la figura 10-1. Este elemento de corriente es un componente esencial
de las antenas lineales y se denomina dipolo hertziano.

Para determinar el campo electromagnético de un dipolo hertziano se siguen los
tres pasos descritos en la seccion 10-1.
PASO 1 Encontrar la representacion fasorial del potencial vector retardado A. De la ecua-
cion (10-1) tenemos

_ polde (e iR
A== ( r ) (10-5)
donde p =k, = w/c = 27/A. Como (véase la Ec. 2-47)
a, = agcosf — a,send, (10-6)

las componentes esféricas de A = az Ag + agdq + 2,4, son

1d¢ (e i8R
Ag = A,cosbl = #04: (eT) cos 0, (10-6a)
1d¢ (e PR
Ay = —A,senl = — uim (e R )Scnﬂ, (10-6b)
A=l (10-6¢)

PASO 2 Determinar H a partir de A.
Con base en la geometria de la figura 10-1, es de esperar que no se presenten va-
riaciones con respecto a la coordenada ¢. Tenemos entonces, a partir de la ecuacion (2-99),

FIGURA 10-1 Dipolo hertziano.
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Zona lejana

Los campos de
radiacion son
campos lejanos.

Campos lejanos de
un dipolo hertziano

1 1 [a A
H=—VxA=a,—|=—(RAg) — —=
Hoo 0T MUk [aR‘ “ 66]
ldt , 1 1 : (10-7)
= — B —— e —— - iR
a4 f*send 7R +(.ff5R)2]g :

PASO 3 Determinar E a partir de H.

1
E=—VxH

Jweg
1 1 a 1 (10-8)
v I:aR E'.ﬂlﬁi%{H‘,,sen 0) — aBE(RHﬁ,}],
que da
1df 1 1 .
Eg= ——nof?2cosl| —— +—,—] AR, a4
RS G Tof [uﬁRF GBRY | o
1ds 1 1 1 .
Eg= ——nof?senb| — + ——= + ——= e %, L
e L [JﬁR GBRY? UﬁRP] R
E,=0, (10-8c)

donde 1o = / fol€o = 1207 (Q).

Las ecuaciones (10-7) y (10-8) constituyen los campos electromagnéticos de un
dipolo hertziano. Estas expresiones son bastante complicadas; sin embargo, en los pro-
blemas de antenas lo que mds nos interesa son los campos a distancias muy lejanas de
la antena, es decir, regiones donde R = A2m o R = 27R/A > 1. En estas circunstan-
cias (en la zona lejana) podemos despreciar los términos 1/(BRY* y 1/(BR)? y escribir
el campo lejano, o campo de radiacién, del dipolo eléctrico elemental como

ldf (e PR
Hy=j—— fsen( (A/m), (10-9)
4n
ddf fe PR
Eaziﬁ R noBsent = noH, (V/m). (10-10)

También se pueden despreciar las otras componentes del campo.

PREGUNTAS DE REPASO

P.10-1 ;Cuales son las funciones esenciales de las antenas?

P.10-2 Enuncie el procedimiento para encontrar el campo electromagnético debido a una
distribucién supuesta de corriente con dependencia arménica con el tiempo en la estructu-
ra de una antena.
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P.10-3 ;Qué es un dipolo hertziano?
P.10-4 Defina la zona lejana de una antena.
P.10-5 ;Qué significan los campos de radiacion de una antena?

COMENTARIOS

1. El campo de radiacién de un dipolo hertziano vertical consiste en Hyy Eg=nyH,
2. Eyy H,estan en cuadratura espacial y en fase temporal; ambos varian inversa-
mente con la distancia al dipolo.

10-3 DIAGRAMAS DE ANTENAS Y DIRECTIVIDAD

Diagrama de
radiacién de una
antena o diagrama
de la antena

Diagramas de
radiacion en
elplano E y
en el plano H

EJEMPLO 10-1

La funcion de
configuracion es la
funcion de
intensidad eléctrica
normalizada que
describe un

diagrama de antena.

Ninguna antena fisica radia de manera uniforme en todas las direcciones del espacio.
La grafica que describe la intensidad del campo lejano en funcién de la direccion a una
distancia fija de una antena se denomina diagrama de radiacién de la antena, o sim-
plemente diagrama de la antena. Por lo general, un diagrama de antena es tridimen-
sional y varia con Oy ¢ en un sistema de coordenadas esféricas. Podemos evitar la
dificultad que implica la elaboracién de graficas tridimensionales representando gra-
ficamente por separado la magnitud de la intensidad de campo normalizada (con respecto
al valor de pico) en funcién de 8 para una ¢ constante (un diagrama en el plano E)
y la magnitud de la intensidad de campo normalizada en funcién de ¢ para 8 = 72
(el diagrama en el plano H).

Represente graficamente los diagramas de radiacion en el plano £ y en el plano H de
un dipolo hertziano.

SOLUCION

Eyy H, son proporcionales entre si en la zona lejana, por lo que sélo hay que consi-

derar la magnitud normalizada de E,.

a)  Diagrama en el plano E. Para una R dada, E, es independiente de ¢; a partir de
la ecuacion (10-10), la magnitud normalizada de E, es

|Eg] Normalizada = [sen#|. (10-11)

Esta es la Suncién de configuracion en el plano E de un dipolo hertziano. La ecua-
cidn (10-11) representa un par de circulos para cualquier ¢, como se ilustra en
la figura 10-2(a).

b} Diagrama en el plano H. Para una R dada y @ = /2, la magnitud normalizada
de Eges [sen 8| = 1. El diagrama en el plano H es simplemente un circulo de radio
unidad centrado en el dipolo que esta situado a lo largo del ¢je z, como se ve en
la figura 10-2(b).
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Definicién y unid. i
en el Sl de la
intensidad de
radiacién

Ganancia directiva

Las antenas
isétropas u
omnidireccionales
no existen en la
practica.

Directividad de una
antena

(a) Diagrama en el plano E. (b) Diagrama en ¢l plano H.

FIGURA 10-2 Diagramas de radiacion de un dipolo hertziano.

Un parametro que se usa comunmente para medir la capacidad de una antena para
dirigir la potencia radiada en una direccion determinada es la ganancia directiva, que
puede definirse en términos de la intensidad de radiacion. La intensidad de radiacion
es la potencia media temporal por unidad de angulo sélido. La unidad en el SI de la
intensidad de radiacion es el watt por estereorradian (W/sr). Como hay R? metros cua-
drados de superficie esférica por unidad de angulo sélido, la intensidad de radiacion,
U, es igual a R? veces la potencia media temporal por unidad de drea o R? veces la
magnitud del vector de Poynting medio temporal, 22, :

U=R2, (W/sr). (10-12)

La potencia media temporal total radiada es

P,:{)%,ds:jgum (W), (10-13)

donde d€ es el angulo sélido diferencial, dCQ2 = sen 6 d@ d¢.
La ganancia directiva, G, (0, ¢) de un diagrama de antena es la razon de la in-
tensidad de radiacion en la direccion (6, ¢) a la intensidad de radiacién media:

Ul.¢)  4nU(6, ¢)
Feidn Sﬁum (10-14)

Es obvio que la ganancia directiva de una antena isétropa u omnidireccional (una antena
que radia uniformemente en todas las direcciones) es la unidad. Sin embargo, en la
practica no existen las antenas isotropas.

La maxima ganancia directiva de una antena se denomina directividad de la an-
tena. Es la razon de la intensidad de radiacién maxima a la intensidad de radiacion media
y generalmente se denota con D;

GD{G\ ¢) =
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Célculo de la
directividad a partir
de la intensidad de
campo eléctrico
lejano

EJEMPLO 10-2

Definicion de la
ganancia de una
antena

B =g (sin dimensiones). (10-15)

Podemos expresar D de la siguiente manera en términos de la intensidad de campo
eléctrico:

4n|E, . |*

b= 2n ['n
.[ J |E(O, ¢)|* sen0dOdep
(4] 0

(sin dimensiones). (10-16)

La directividad muchas veces se expresa en decibeles, referidos a la unidad.

Encuentre la ganancia directiva y la directividad de un dipolo hertziano.

SOLUCION

La magnitud del vector de Poynting medio temporal para un dipolo hertziano es

Po = 3Re|E x H¥| = 3|E| |H,|. (10-17)
Entonces, a partir de las ecuaciones (10-9), (10-10) y (10-12),
(Id¢)?
U= Wﬂaﬁlsenz 6. (10-18)

La ganancia directiva puede obtenerse a partir de la ecuacién (10-14):

4nsen 0

GD(Bv (tb) In ['n
2 fdg
J.D J.D (sen® f)senfl d (10-19)

= 3sen® 6.

La directividad es el valor maximo de Gp(6, ¢):

D= GD(; ¢) =15,

que corresponde a 10 log,, 1.5 0 1.76 (dB).

Una medida de la eficiencia de la antena es la ganancia en potencia. La ganancia
en potencia, o simplemente ganancia, G, de una antena con respecto a una fuente is6-
tropa es la razon de su intensidad de radiacién maxima a la intensidad de radiacion de
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una fuente isétropa sin pérdidas con la misma potencia de entrada. La ganancia directiva
definida en la ecuacion (10-14) se basa en la potencia radiada P,. Debido a la pérdi-
da de potencia 6hmica, P,, en la propia antena, asi como en las estructuras con pér-
didas cercanas, incluyendo la tierra, P, es inferior a la potencia total de entrada P,

Tenemos
P,=P,+ P,. (10-20)
La ganancia en potencia de la antena es entonces
= % (sin dimensiones). (10-21)

La razon de la ganancia a la directividad de una antena se denomina eficiencia de
radiacion, (.

(sin dimensiones). (10-22)

Normalmente, la eficiencia de una antena bien construida se aproxima al 100%.

Una medida muy util de la cantidad de potencia radiada por una antena es la re-
sistencia de radiacion. La resistencia de radiacién de una antena es el valor de una
resistencia hipotética que disiparia una cantidad de potencia igual a la potencia radiada
P, cuando la corriente en la resistencia fuera igual a la corriente maxima por la antena.
Una resistencia de radiacion elevada es una propiedad deseable en una antena.

EJEmMPLO 10-3

Determine la resistencia de radiacion de un dipolo hertziano.

SOLUCION

Si suponemos que no hay pérdidas ohmicas, la potencia media temporal radiada por
un dipolo hertziano para una corriente de entrada con dependencia armonica con el
tiempo con amplitud 7 es

In |n
Pr=%J‘ J. E;H%R*sen8d0dg. (10-23)
o Jo
Usando los campos lejanos de las ecuaciones (10-9) y (10-10) encontramos
13(d¢)? 2x ('n
P = ———yof? 3
r = o Hof L 0Sen 0dode
(10-24)

Pae? o, Pl (de
=~x Wl =g | et ] |
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radiacion de un
dipolo hertziano

EJEMPLO 10-4
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En esta dltima expresion hemos usado 1207 como impedancia intrinseca del espacio
libre, 7, y sustituido 27/A por .

Puesto que la corriente a lo largo del corto dipolo hertziano es uniforme, refe-
rimos la potencia disipada en la resistencia de radiacion R, a 1. Al igualar /2R /2 a P,
obtenemos

{ 2
R, = 80n? (‘17) Q). (10-25)

Como ejemplo, si d€ = 0.014, R, es de solo 0.08 (), un valor extremadamente
pequefio. Por consiguiente, una antena dipolar corta es un mal radiador de potencia
electromagnética. Si embargo, no es correcto decir sin aclarar que la resistencia de
radiacién de una antena dipolar aumenta como el cuadrado de su longitud, ya que
la ecuacion (10-24) sélo es valida si d€ << A.

Encuentre la eficiencia de radiacion de un dipolo hertziano aislado hecho de alambre
metdlico de radio a, longitud d y conductividad o.
SOLUCION

Sea [ la amplitud de la corriente en el dipolo de alambre que tiene una resistencia de
pérdidas R,. La pérdida de potencia 6hmica es entonces

P, =1I°R,. (10-26)
En términos de la resistencia de radiacion R,, la potencia radiada es
P, =1I°R,. (10-27)

A partir de las ecuaciones (10-20) y (10-22) tenemos

Pf Rr
=P IP R +R
1 (10-28)
“1+(R/R)

donde R, ha sido obtenido de la ecuacion (10-25). La resistencia de pérdidas R, del
alambre metélico puede expresarse en términos de la resistencia superficial R:

d¢
Rp=Rl-— :
¢ s(zm), (10-29)
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donde

- [Tk |
R,= = (10-30)

como indica la ecuacion (7-53). Si usamos las ecuaciones (10-25) y (10-29) en la
ecuacion (10-28) obtenemos la eficiencia de radiacion de un dipolo hertziano aislado:

1

&= -
R, (AR
« (A4 1031
AT (a)(dt’) el

Suponga que a = 1.8 (mm), d€ =2 (m), la frecuencia de operacién = 1.5 (MHz)
y o (para el cobre) = 5.80 x 107 (S/m). Encontramos que

¢ 3 x 108
=fws T ),
A= =B 108 )
6 =N
R~ [FXUSOXIOVXEOT _ 4o 10o0 ()
) 5.80 x 10
2
Y (" )=0057 (@
B=3205%10 X(an.BxlO"’) )
2 2
—80n* (=) =0079 (@),
R, = 80n (200) 0079 ()
y
0.079

b= 0079 1 0057 ~ o

que es muy bajo. La ecuacion (10-31) indica que cuanto més pequefios sean los valores
de (a/A) y (d€/1) mas se reduce la eficiencia de radiacion.

B EJERCICIO 10.1 La funcién de configuracion normalizada en el plano E de una antena vertical sobre un plano
puesto a tierraes fsen 6, (0 <0< A2y 0 < ¢ < 27).

a)  Obtenga la expresion de la ganancia directiva.

b)  Calcule su directividad.

RESPUESTA: (a) (8/7) sen 8, (b) 2.55, 0 4.06 (dB).

PREGUNTAS DE REPASO

P.10-6 Defina el diagrama de una antena.
P.10-7 Describa los diagramas en el plano £ y en el plano H de un dipolo hertziano.
P.10-8 Defina la intensidad de radiacién.
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P.10-9 Defina la ganancia directiva y la directividad de una antena.
P.10-10 Defina la ganancia en potencia y la eficiencia de radiacion de una antena.

P.10-11 Defina la resistencia de radiacion de una antena.

COMENTARIOS

1. Un diagrama de intensidad de radiacion (o diagrama de potencia) de una antena
es una representacion grafica del cuadrado de la intensidad del campo en fun-
cidn de 6 o ¢ a una distancia fija.

2. No es lo mismo la ganancia directiva que la ganancia en potencia.

3. La directividad no es lo mismo que la eficiencia de radiacién.

4. Laresistencia de radiacién no es lo mismo que la parte real de la impedancia de
entrada.

10-4 ANTENAS LINEALES DELGADAS

Acabamos de indicar que una antena dipolar corta no es un buen radiador de potencia
electromagnética, por su baja resistencia de radiacién y su baja eficiencia de radia-
cion. Ahora veremos las caracteristicas de radiacion de una antena recta delgada con
alimentacion central cuya longitud es comparable a la longitud de onda, como se ilustra
en la figura 10-3. Este tipo de antena se conoce como anfena dipolar lineal. Si se
conoce la distribucién de corriente por la antena, podemos hallar su campo de radiacion

Antena dipolar
lineal

FIGURA 10-3 Dipolo lineal alimentado en el centro con distribucién de corriente senoidal.
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integrando el campo de radiacién debido a un dipolo elemental sobre toda la longi-
tud de la antena. La determinacion de la distribucion exacta de corriente en esta con-
figuracion geométrica que parece tan sencilla (un alambre recto de radio finito) es, sin
embargo, un problema muy dificil de valor en la frontera. Para nuestros fines supon-
dremos una variacion espacial senoidal de la corriente en un dipolo recto y muy del-
gado. Esta distribucion de corriente que constituye una especie de onda estacionaria
en el dipolo, como puede verse en la figura 10-3, representa una buena aproximacion.
Como el dipolo se alimenta en el centro, las corrientes en las dos mitades son si-
métricas y se anulan en los extremos. Escribimos el fasor de corriente como

I(z) = I,,senfB(h — |z|)
_ {!,, sen B(h— z), z>0, (10-32)
1, sen fB(h + z), z < 0.

S6lo nos interesan los campos lejanos. La contribucion al campo lejano del elemen-

to de corriente diferencial I dz es, a partir de las ecuaciones (10-9) y (10-10),

1dz fe R

dEg =nodH, =] e (T) noPsend. (10-33)
R' en la ecuacién (10-33) es un poco distinto de R medida al origen de las co-

ordenadas esféricas, que coincide con el centro del dipolo. R > k en la zona lejana,

R' =R — zcos#. (10-34)

La diferencia en magnitud entre 1/R’y 1/R es insignificante, pero hay que conservar
la relacion aproximada de la ecuacion (10-34) en el término de fase. Si usamos las
ecuaciones (10-32) y (10-34) en la ecuacion (10-33) e integramos, obtendremos

Ey = ']'qur.

h

=}'Me—1ﬂﬂj. sen ﬁ(h — Iznejﬂzcmﬂ dz. (10-35)
4nR =k

El integrando en la ecuacion (10-35) es un producto de una funcién par de z,

sen g(h —|z]), ¥

ei#2¢038 — cos( Bz cos 0) + jsen(pPz cosB),

donde sen (Bz cos 6) es una funcion impar de z. Al integrar entre limites simétricos —h
y h, sabemos que unicamente la parte del integrando que contiene el producto de dos
funciones pares de z, sen (h — |z|) cos (fz cos 6), genera un valor distinto de cero. La
ecuacion (10-35) se reduce entonces a

I [ h
Ey =noH, =j-"%f:ie_”"j sen B(h — z)cos(PzcosB)dz
0
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Funcion de
configuracion de
una antena dipolar
lineal con media
longitud h

601, _.
= LR_"' e PR E(f), (10-36)

donde

cos(fh cos 0) — cos fh

Hlh= senf (10-37)

El factor |F(6)| es la funcién de configuracion en el plano E de una antena dipolar
lineal. La forma exacta del diagrama de radiacion representado por |F(6)| en la ecuacion
(10-37) depende del valor de ph = 27h/A y puede variar bastante para distintas longitudes
de antena. No obstante, el diagrama de radiacion siempre es simétrico con respecto al
plano 6 = /2. En la figura 10-4 se muestran los diagramas de plano E de cuatro lon-
gitudes de dipolo distintas, medidas en términos de la longitud de onda: 2A/A = i1,
3 ¥ 2. Los diagramas en el plano H son circulos, ya que F(6) es independiente de ¢.
En los diagramas de la figura 10-4 podemos observar que la direccion de la radiacién
méxima tiende a desplazarse del plano 8 = 90° cuando la longitud del dipolo se aproxi-
ma a 3A4/2. No hay radiacion en el plano 8 = 90° cuando 24 = 2A.

FIGURA 10-4 Diagramas de radiacion en el plano E para antenas dipolares con alimentacién
central.

(a) 2h/A = 1/2. (b)2h/A = 1.

Z

Z

(c)2hiA = 372, (d)2h/A = 2.
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10-4.1 EL DIPOLO DE MEDIA ONDA

Funcién de
configuracién de un
dipolo de media
onda

Resistencia de
radiacién de un
dipolo de media
onda

El dipolo de media onda con longitud 2/ =A/2 tiene una importancia especial, por sus
deseables caracteristicas de impedancia y de diagrama. Si gh = 27h/A = 7/2, la fun-
cion de configuracion de la ecuacion (10-37) se convierte en

cos[(n/2)cos #]

i sen

(10-38)

Esta funcion tiene un valor maximo igual a la unidad en 6 = 90° y valores nulos en
8 =0°y 180°. El correspondiente diagrama de radiacién en el plano E aparece en
la figura 10-4(a). Los fasores de campo lejano son, a partir de la ecuacion (10-36),

_ _J60I, .. fcos[(n/2)cos O
Ey=noHy = &= e ; (10-39)
La magnitud del vector de Poynting medio temporal es
1 1512 {cos [(n/2)cos 0] )2
4 =—E,H* = —2% : 2
Zu(0) zEe ¢ S TRe { = (10-40)

La potencia total radiada por un dipolo de media onda se obtiene al integrar 2, so-
bre la superficie de una gran esfera:

2 (n
P =j j 2, (0)R*senfdbdo
0 0

n 2
=3(}giJ~ wd& (10-41)
0 send

La integral de la ecuacion (10-41) puede calcularse numéricamente para obtener un va-
lor de 1.218. Entonces,
P, = 365417 (W), (10-42)

de donde se obtiene la resistencia de radiacion de un dipolo aislado de media onda:

2P,
R, = =731 (Q) (10-43)

12

Si ignoramos las pérdidas, vemos que la resistencia de entrada de un dipolo de média
onda delgado es igual a 73.1 (€2) y que la reactancia de entrada es un nimero positivo
pequefio que puede hacerse nulo cuando se ajusta la longitud del dipolo para que sea
un poco més corto que A/2. (Previamente indicamos que el célculo real de la impedan-
cia de entrada es algo muy tedioso y queda fuera del alcance de este libro.)
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EJEMPLO 10-5
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Podemos determinar la directividad de un dipolo de media onda usando la ecua-
cion (10-15). A partir de las ecuaciones (10-12) y (10-40) tenemos

15
Uniy = R*2,,(909 = — 1, (10-44)
Y
4numax 60

que corresponde a 10 log,, 1.64 0 2.15 (dB), referida a un radiador omnidireccional.

Una antena vertical delgada de cuarto de onda, colocada sobre un plano de tierra
perfectamente conductor, es excitada en su base(por una fuente con dependencia ar-
monica con el tiempo. Encuentre su diagrama de radiacion, resistencia de radiacion y
directividad.

SOLUCION

Puesto que la corriente es la carga en movimiento, podemos usar el método de ima-
genes analizado en la subseccion 3-11.5 y reemplazar el plano de tierra conductor por
la imagen de la antena vertical. Si pensamos en ello un poco nos convenceremos de
que la imagen de una antena vertical por la que circula una corriente / es otra antena
vertical de la misma longitud colocada por debajo del plano de tierra. Por esta ante-
na imagen circula la misma corriente en la misma direccién que en la antena original.
El campo electromagnético en el semiespacio superior debido a la antena vertical de
cuarto de onda de la figura 10-5(a) es, pues, igual que el campo de la antena de me-
dia onda de la figura 10-5(b). La funcién de configuracion de la ecuacion (10-38) se
aplica en este caso para 0 < 6 < /2, y el diagrama de radiacion dibujado con una linea
discontinua en la figura 10-5(b) es la mitad superior del dibujado en la figura 10-4(a).

La magnitud del vector de Poynting medio temporal, &2, de la ecuacién (10-40),
es valida para 0 < 6 < 7/2. Puesto que la antena de cuarto de onda (un monopolo) radia
nicamente en el semiespacio superior, su potencia total radiada es la mitad de la que
se obtiene con la ecuacion (10-42):

P, = 182712 (W)
Por consiguiente, la resistencia de radiacién es

_ 2P

r_Iz

R

= 3654 (Q) (10-46)

que es la mitad de la resistencia de radiacion de la antena de media onda en el espa-
cio libre.
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(a) Monopolo vertical de
cuarto de onda sobre un 1
plano de tierra conductor. A4

(b) Dipolo equivalente de
media onda que radia
hacia el semiespacio
superior.

FIGURA 10-5 Monopolo de cuarto de onda sobre un plano de tierra conductor y su dipolo de
media onda correspondiente.

Para calcular la directividad observamos que la intensidad de radiacién maxima,
U, s ¥ la intensidad de radiacién media, P,/27, no cambian con respecto a las del dipolo
de media onda. Asi,

U s ey
Directividad de un D= D:mx =p n;x = 1.64, (10-47)
monopolo de cuarto av ,/2n
de onda

que es lo mismo que la directividad de una antena de media onda. Esta antena se conoce
como monopolo de cuarto de onda.

®m EJERCICIO 10.2 Un dipolo con alimentacién central de 25 (¢cm) de longitud funciona a 600 (MHz) y radia
una potencia media total de 475 (W). Encuentre la magnitud de las intensidades de campo
eléctrico y magnético en el punto P(100 m, 7/2, 0).

RESPUESTA: 2.17 (V/m), 5.75 (mA/m).

PREGUNTAS DE REPASO

P.10-12 Describa de forma cualitativa los diagramas de radiacion en el plano E'y H de la
antena dipolar de media onda.

P.10-13 ;Cual es la resistencia de radiacion y la directividad de una antena dipolar de me-
dia onda?

P.10-14 ;Cudl es la resistencia de radiacion y la directividad de un monopolo vertical de
cuarto de onda sobre un plano de tierra conductor?

P.10-15 ;Cual es la imagen de un dipolo horizontal sobre un plano de tierra conductor?



442

CAPiTULO 10 ANTENAS Y SISTEMAS DE ANTENAS

COMENTARIOS

1. Las distribuciones de corriente con dependencia arménica con el tiempo en an-
tenas lineales delgadas con alimentacion central son ondas estacionarias aproxi-
madamente senoidales que se anulan en los extremos.

2. Las unicas intensidades de campo lejano de una antena vertical son E,y H,,

3. Laresistencia de radiacion y la directividad de una antena dipolar lineal de me-
dia onda con alimentacién central son 73.1 (€) y 1.64, respectivamente.

10-5 SISTEMAS DE ANTENAS

Sistemas de
antenas

Como hemos visto, las antenas lineales de un solo elemento tienden a difundir la poten-
cia radiada por los anchos haces de sus diagramas de radiacién. Tienen baja directi-
vidad y sus haces principales apuntan en direcciones fijas. Es posible superar estas
restricciones agrupando varios elementos de antenas en diversas configuraciones (li-
neas rectas, circulos, tridngulos, etcétera) con relaciones apropiadas de amplitud y fase
para obtener las caracteristicas de radiacion que se desean. Estas disposiciones de
elementos de antenas se denominan sistermas de antenas. En esta seccion examinare-
mos la teoria basica y las caracteristicas de los sistemas de antenas lineales (elementos
radiantes dispuestos a lo largo de una linea recta). Primero veremos el caso més sen-
cillo: los sistemas de dos elementos. Después de acumular un poco de experiencia
con estos sistemas, consideraremos las propiedades basicas de los sistemas lineales
uniformes formados por varios elementos idénticos.

10-5.1

SISTEMAS DE DOS ELEMENTOS

El sistema mas simple es aquel que consiste en dos elementos radiantes (antenas) idén-
ticos separados por una distancia. Esta disposicion se ilustra en la figura 10-6. Supon-
gamos, por cuestiones de sencillez, que las antenas estdn alineadas a lo largo del eje
x y examinemos el campo eléctrico lejano de las antenas individuales en la direccion
0. Las antenas son excitadas por una corriente de la misma magnitud, pero la fase en
la antena 1 esta adelantada un dngulo & con respecto a la fase de la antena 0. En el punto
P(8, ¢) tenemos

- jfRo
Eo=EnFO.$)—— ¥ (10-48)
ei‘:e—fﬂﬂ:
E, = EyF(9, )—2—. (10-49)
1

donde F(6, ¢) es la funcion de configuracion de las antenas individuales y E,, es una
funcion de amplitud. El campo eléctrico del sistema de los dos eiementos es la suma
de Ey E|. Asi,
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P(6,¢)

FIGURA 10-6 Sistema de dos elementos.

e ~iPRo elte ~IBR:
E=E,+E, =E,F(6, ¢) + (10-50)
R, R,

Ry d/2 en la zona lejana, y en la magnitud podemos sustituir de forma aproxi-
mada el factor 1/R, por 1/R,. Sin embargo, una pequefia diferencia entre R, y R, en los
exponentes puede dar lugar a una diferencia en fase considerable, de manera que hay
que usar una mejor aproximacién. Como las lineas que unen el punto de campo P con

las dos antenas son casi paralelas, podemos escribir
R; = Ry — dsenfcos ¢. (10-31)

Al sustituir la ecuacion (10-51) en la ecuacion (10-50) se obtiene

E = Em@e‘jﬂﬂn[l i ejﬂdsenﬂtosltej{]
0

=E me—mnoe;‘m 2cos£ (10-52)
" Ry 2/
donde
Y = PdsenBcos ¢ + £ (10-53)
La magnitud del campo eléctrico del sistema es
2E,,
Bl =222 |F (@, ¢)l[cos ¥ ——
R, 2

donde |F(6, ¢)| puede llamarse factor de elemento, y |cos (y/2)|, factor de sistema
normalizado. El factor de elemento es la magnitud de la funcién de configuracion de
los elementos radiantes individuales y el factor de sistema depende de la geometria del
sistema y de las amplitudes y fases relativas de las excitaciones de los elementos. (Las
amplitudes de excitacion son iguales en este caso especifico.)
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Con base en la ecuacion (10-54) llegamos a la conclusion de que la funcién de con-
figuracion de un sistema de elementos idénticos esti descrita por el producto del factor
de elemento y el factor de sistema. Esta propiedad se conoce como principio de mul-
tiplicacion de diagramas.

Represente graficamente los diagramas de radiacion en el plano A de dos dipolos
paralelos para los casos siguientes: (a) d =A/2, £ =0y (b) d = A4, £ = -m/2.

SOLUCION

Supongamos que los dipolos estin dirigidos seglin la direccion z y que estan coloca-
dos sobre el eje x, como se muestra en la figura 10-6. Los dipolos son omnidireccionales
en el plano H (6 = m/2) y la funcién de configuracion normalizada es igual al factor
de sistema normalizado |A(@)|. Asi,

cos%{ﬁdcos ¢ + {)‘.

|A()l = COS%
a) d=A2(pfd=mn), =0

|A(¢)| = |cos (; cos d))

El diagrama tiene un maximo en ¢, = £m/2, es decir, en la direccién transversal.
Este es un tipo de sistema de radiacion transversal. En la figura 10-7(a) se ilustra
este diagrama transversal. Como las excitaciones en los dos dipolos estan en fase,
sus campos eléctricos se suman en las direcciones transversales, ¢ = +7/2. En
¢ =0y m, los campos eléctricos se cancelan porque la separaciyn de A/2 produce
una diferencia en fase de 180°,

. (10-55)

FIGURA 10-7 Diagramas de radiacién en el plano H de un sistema dipolar paralelo de dos
elementos.

L ’j

(a)d=A/2, E=0. (b)d= A2, E=-n/2.
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Sistema de
radiacion
longitudinal

EJEMPLO 10-7

b) d=44(fd=n/2),{=—n/2

|4(¢)| =

cos%{cosd) = 1)', (10-56)

que tiene un maximo en ¢, = 0 y que se anula en ¢ = m. El maximo del diagrama
sigue la direccion a lo largo de la linea del sistema y los dos polos constituyen un
sistema de radiacion longitudinal. En la figura 10-7(b) puede verse este diagrama
longitudinal. En este caso, la fase del dipolo del lado derecho esta retrasada n/2, lo
cual compensa de manera exacta el hecho de que su campo eléctrico llega por la di-
reccion ¢ = 0 un cuarto de ciclo anfes que el campo eléctrico del dipolo del lado iz-
quierdo. Como consecuencia, los campos eléctricos se suman en la direcciéon ¢ = 0.
En la direccion ¢ = m, el retraso en la fase de #/2 en el dipolo del lado derecho, mas
el retardo de cuarto de ciclo, da lugar a una cancelacion total de los campos.

Analice el diagrama de radiacion de un sistema lineal de tres fuentes isétropas espa-
ciadas A/2. Las excitaciones en las fuentes estan en fase y tienen razones de ampli-
tud 1:2:1.

SOLUCION

Este sistema de tres fuentes equivale a dos sistemas de dos elementos separados A/2
entre si, como se ilustra en la figura 10-8. Podemos considerar cada uno de estos sis-
temas de dos elementos como una fuente radiante con un factor de elemento expresado
por la ecuacion (10-55) y un factor de sistema indicado por la misma ecuacion. Apli-
cando el principio de multiplicaciéon de diagramas obtenemos

n
Rn cos (5 cos é)

La figura 10-9 muestra el diagrama de radiacion representado por la funcion de sistema
normalizada |4(¢)| = |cos[(7/2) cos ¢]|>. Si se compara con la funcién de configuracion

2

|E] =

— 2 o) "
= o), (10-57)

FIGURA 10-8 Sistema de tres elementos y su correspondiente par de sistemas desplazados de
dos elementos.

A
- 2 —
a| | |
—T—O—-——hc —px —e— —— —e¢—x
1
(a) Sistema binomico de (b) Dos sistemas desplazados

tres elementos. de dos elementos.
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Sistemas binémicos

B EJERCICIO 10.3

FIGURA 10-9 Diagrama de radiacidn de un sistema binémico transversal de tres elementos.

del sistema uniforme de dos elementos de la figura 10-7(a), este diagrama transversal
de tres elementos es mas agudo (més directivo). Ambos diagramas solo tienen haces
principales sin lobulos laterales.

El sistema transversal de tres elementos es un caso especial de una clase de sis-
temas sin [0bulos laterales conocida como sistemas en binomio o bindmicos. En un
sistema binémico de N elementos, el factor de sistema es una funcién binémica (1 +
e/V)¥ =1y las amplitudes de excitacién varian de acuerdo con los coeficientes de un de-
sarrollo binémico (¥;/), n=0,1,2, ., N-1.Si N= 3, las amplitudes de excitacién
relativas son (§) = 1, () =2 y (3) = 1, como en el ejemplo 10-7. Para obtener un diagra-
ma directivo sin lobulos laterales, normalmente se restringe  en un sistema bindmi-
co a que sea A/2.

a)  (Cudles son las amplitudes de excitacion relativas de un sistema binémico de cuatro
fuentes isétropas equifase con espaciado uniforme de A/37

b)  Suponiendo que las fuentes estan situadas sobre el eje y, obtenga el factor de sistema
normalizado en el plano 8 = /2,

(Feose)
cos Ecos¢

3

RESPUESTA: (a) 1:3:3:1, (b)

10-5.2 SISTEMAS LINEALES UNIFORMES GENERALES

Ahora veremos los sistemas que consisten en mas de dos antenas idénticas espaciadas uni-
formemente sobre una linea recta. Las antenas son alimentadas con corrientes de igual
magnitud y tienen un cambio de fase progresivo y uniforme por la linea. Este tipo de sis-
temas se conoce como sistema lineal uniforme. En la figura 10-10 se presenta un ejemplo,
con N elementos de antena alineados sobre el eje x. Los elementos de antena son idén-
ticos, de manera que la funcién de configuracion del sistema es el producto del factor de
elemento por el factor de sistema. El factor de sistema normalizado en el plano xy es
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Factor de sistema
de un sistema lineal
uniforme de N
elementos

El haz principal
ocurre en y = 0.

1 ; : .
|A(¢;)|=N|1 + el 4+ iV ... 4 IV (10-58)
donde
Y = Pdcos ¢ + ¢. (10-59)

El polinomio del lado derecho de la ecuacion (10-58) es una progresion geométrica y
puede expresarse en forma cerrada:

1|1 — ¥
|A(y)| = ﬁ ]—_e;-;
g o
1 Ny /2 _— ;
|A(Y) = N % (Sin dimensiones). (10-60)

Suponiendo diagramas omnidireccionales en el plano H para los elementos idén-
ticos del sistema, podemos deducir varias propiedades importantes a partir de la ex-
presion de |A(y)| dada por la ecuacion (10-60).

1. Direccidn del haz principal. El valor maximo de |A(y)| ocurre cuando y = 0, 0
cuando

Pdcos gy + £ =0,
lo cual nos lleva a

cos ¢y = —ﬁid' (10-61)
Dos casos especiales tienen importancia particular.

a) Sistema de radiacién transversal. En el caso de un sistema transversal, la
radiacion maxima ocurre en una direccion perpendicular a la linea del sistema;
es decir, en @), = /2. Para esto se requiere que & = 0, lo que significa que
todos los elementos de un sistema de radiacion transversal lineal deben ex-
citarse en fase, como en el ejemplo 10-6(a).

FIGURA 10-10 Sistema lineal uniforme general.

0 1 2 N—2 N-—I

i o] o

cambios de fase 0 £ 28 (N—=2)¢6 (N—-1)¢
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b) Sistema de radiacion longitudinal. En el caso de un sistema longitudinal,
la radiacién maxima ocurre en ¢, = 0. La ecuacién (10-61) da

&= —fdcos¢p, = — fid.

Podemos notar que es posible cambiar (para que rastree) la direccion del haz

principal de un sistema lineal uniforme si se modifican los cambios de fase

progresivos. Los sistemas de antenas equipados con cambiadores de fase para

mover electrénicamente el haz principal se denomina sistemas excitados en fase.
Situacion de los Iobulos laterales. Los l0bulos laterales son miximos menores
que ocurren aproximadamente cuando el numerador del lado derecho de la ecua-
cion (10-60) es un maximo; o sea, cuando |sen (Ny/2)| = 1 o cuando

Ny n
—_— — =I 23....
2 +(2m+1)2, m y 2 3

Los primeros lobulos laterales ocurren cuando

Ny 3
—_— = + =

i
Observe que Ny/2 = £7/2 (m = 0) no representan situaciones de 16bulos laterales
porque estan dentro de la region del haz principal.

(m=1). (10-62)

Nivel de primeros lobulos laterales. Una caracteristica importante del diagrama
de radiacion de un sistema de antenas es el nivel de los primeros l6bulos laterales
en comparacion con el nivel del haz principal, ya que el primero usualmente es
el més alto de todos los l6bulos laterales. Los 16bulos laterales deben mantenerse
lo més bajo posible para que la mayor parte de la potencia radiada se concentre
en la direccion del haz principal y no se desvie a las regiones de los lobulos
laterales. Si se sustituye la ecuacion (10-62) en la ecuacion (10-59) vemos que
la amplitud de los primeros lobulos laterales es

i & | . al 4
N [sen(37/2N)| ~ N [37/2N
para una N grande. En términos logaritmicos, los primeros 16bulos laterales de
un sistema de antenas de varios elementos estan 20 log,, (1/0.212), es decir
13.5(dB), por debajo del maximo principal. Este nimero es casi independiente
de N, siempre y cuando N sea muy grande. (El nivel de los l6bulos laterales es

|=§2;=0.212

mayor para una N mas pequefa.)
Una forma de reducir el nivel de los l6bulos laterales en el diagrama de radia-

cion de un sistema lineal es disminuir progresivamente la distribucién de corriente en
los elementos del sistema, es decir, hacer que las amplitudes de excitacion en los ele-
mentos en la parte central del sistema sean mayores que las de los elementos en los ex-
tremos finales (Prob. P.10-14).

B FEJERCICIO 10.4 Determine el nivel y la situacién de los primeros lobulos laterales del diagrama de un sis-

tema lineal de cinco elementos con d = A/2, para los casos siguientes:
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a) operacion transversal, y
b)  operacion longitudinal.

RESPUESTA: (a) — 2.1 (dB)en¢ = +53.1° y +1269°. (b) —12.1 (dB)en ¢ = +66.4°

Encuentre la anchura del haz principal de un sistema lineal uniforme de cinco elementos
con espaciado A/2 en (a) operacion transversal y (b) operacion longitudinal.

SOLUCION

La anchura del haz principal es la region del diagrama entre los primeros valores nulos
a ambos lados de la direccion de la radiacién maxima. Los primeros valores nulos del
diagrama del sistema ocurren en Y, con lo cual (véase la Ec. 10-60)

Nipo,
2

En este ejemplo, y,, =+£27/5 = £0.47. Es obvio que las correspondientes posiciones

nulas para ¢ son diferentes para los sistemas transversales y longitudinales, por los

distintos valores de & implicitos en .

a)  Operacion transversal. £ =0, w= fd cos ¢ = mcos ¢. En los primeros nulos,
T cos ¢, = £0.4m, de lo que se obtiene
$o; = cos”(+0.4).
Si se toma el signo positivo se obtiene ¢, = £66.4°; si se usa el signo negativo,
el resultado es ¢, = £113.6°. Los haces principales de un sistema transversal
apuntan en las direcciones transversales en ¢, = £90°. Por lo tanto, la anchura del
haz principal es 113.6° — 66.4° = 47.2°,

b)  Operacion longitudinal. &= —pd, = Bd(cos ¢ — 1) = 7 (cos ¢ — 1). En los pri-
meros nulos, 7 (cos ¢y, — 1) =—0.4m" de lo cual se obtiene

=+ (10-63)

o1 =cos '0.6 = £53.1°.
Por consiguiente, la anchura del haz principal en ¢, = 0° es 2 x 53.1° = 106.2°,

Podemos ver que el haz principal de un sistema de radiacion longitudinal es mucho mas
amplio que el del sistema de radiacion transversal correspondiente.

En la figura 10-11 se presenta una grafica genérica del factor de sistema norma-
lizado de la ecuacion (10-60), para N = 5. Se trata de una grafica en coordenadas
rectangulares de |A(y)| en funcion de y. El diagrama de sistema normalizado real para
el intervalo del angulo de azimut ¢ = 0 a 27 (el intervalo visible) depende de la re-
lacion entre ¥y ¢. Como vimos previamente:

T Observe que el signo positivo de la ecuacion (10-63) no es aplicable en este caso, ya que darfa lugar a la
situacion imposible de cos ¢, = 1 .4.
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FIGURA 10-11 Factor de sistema normalizado de un sistema lineal uniforme de cinco elementos.

a) Parasistemas transversales, ¢ = + /2, £ = fid cos ¢, (10-64a)
b)  Para sistemas longitudinales, ¢, = 0, £ = fd(cos ¢ —1). (10.64b)
Las distintas transformaciones de las ecuaciones (10-64a) y (10-64b) dan lugar a di-
ferentes diagramas de sistema en funcion de ¢ para el mismo factor de sistema.

B EJERCICIO 10.5 Use la figura 10-11 para representar graficamente el diagrama de sistema normalizado |4(¢)|
para ¢ de 0 a 7 para un sistema transversal uniforme de cinco elementos con d =A/2:

a)  en coordenadas rectangulares, y
b)  en coordenadas polares.

B EJERCICIO 10.6 Use la figura 10-11 para representar graficamente el diagrama de sistema normalizado |A4(¢)|
para ¢ de —7/2 a  7/2 para un sistema transversal uniforme de cinco elementos con d =A/2:
a)  en coordenadas rectangulares, y
b)  en coordenadas polares.

PREGUNTAS DE REPASO

P.10-16 ;Cuales son las principales ventajas de los sistemas de antenas en comparacién con
las antenas de un elemento alimentadas con la misma potencia de entrada?

P.10-17 ;Qué significa el factor de sistema normalizado de un sistema de antenas? ;Como
difiere de la funcién de configuracion de las antenas individuales?

P.10-18 Enuncie el principio de multiplicacién de diagramas.

P.10-19 Describa la diferencia entre una sistema de radiacion transversal y un sistema de
radiacion longitudinal.

P.10-20 ;Qué es un sistema binémico? ;Cuales son las amplitudes de excitacion relativas
de un sistema binomico de seis elementos?

P.10-21 ;Tiene l6bulos laterales el diagrama de radiacion de todos los sistemas bindmicos
lineales? Explique.

P.10-22 ;Qué significa un sistema lineal uniforme?

P.10-23 ;Qué es un sistema excitado en fase?

P.10-24 En el diagrama de radiacion de un sistema lineal uniforme de muchos elementos,
Jcuéntos decibeles por debajo del maximo principal estan los primeros 16bulos laterales?
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COMENTARIOS

1. El principio de multiplicacion de diagramas solo se aplica a sistemas con ele-
mentos idénticos.

2. Los elementos radiantes en un sistema transversal se alimentan en fase.

3. La fase de un elemento radiante en un sistema longitudinal usualmente esta re-
trasada una cantidad igual a (27/A) multiplicado por la distancia a la que el ele-
mento esta desplazado en la direccion de la radiacion maxima.*

4. Un sistema transversal tiene un haz principal mas estrecho y con mayor directi-
vidad que el del correspondiente sistema longitudinal.

5. Elnivel de los lobulos laterales en el diagrama de radiacion de un sistema lineal
con distribucion progresiva de amplitud es menor que la del sistema correspon-
diente con distribucion de amplitud uniforme.

10-6 AREA EFECTIVA Y SECCION RECTA DE RETRODISPERSION

Relaciones de
reciprocidad para
las antenas en los
modos de
transmision y
recepcion

En nuestro analisis de antenas y sistemas de antenas, hasta ahora sélo hemos dado a
entender que operan en modo de transmision. En el modo de transmision se aplica una
fuente de voltaje a los terminales de entrada de una antena, estableciendo corrientes
y cargas en la estructura de la antena. Las corrientes y las cargas, variables con el tiem-
po, generan a su vez ondas electromagnéticas que transportan energia o informacion.
Entonces, podemos considerar una antena transmisora como un dispositivo que trans-
forma energia de una fuente (un generador) en la energia asociada con una onda elec-
tromagnética. Por otra parte, una antena receptora extrae energia de una onda
electromagnética incidente y la suministra a una carga. Si invocamos relaciones de re-
ciprocidad es posible justificar las siguientes conclusiones:
1. Laimpedancia equivalente de una antena actuando como generador en el modo
receptor es igual a la impedancia de entrada de la antena en el modo transmisor.
2.  El diagrama direccional de una antena para recepcion es idéntico al de una an-
tena para transmision.

Aceptaremos estas conclusiones.

En la figura 10-12 se muestra un circuito equivalente aproximado de Thévenin
para una antena receptora débilmente acoplada a una fuente transmisora. En esta fi-
gura, ¥, es el voltaje en circuito abierto que se induce en la antena receptora, Z, es

o

! Las fases de excitacion de un sistema de radiacion longitudinal pueden ajustarse de formas especificas para
mejorar la directividad del sistema. (Véase D. K. Cheng y P. D. Raymond, Jr., “Optimization of array directi-
vity by phase adjustments”, Electronics Letters, vol. 7, pags. 552-553, 9 de septiembre de 1971.)
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FIGURA 10-12 Circuito equivalente de Thévenin para una antena receptora con carga.

la impedancia interna equivalente de la antena que actia como generador en modo
receptor (igual a su impedancia de entrada en modo transmisor) y Z, es la impedan-
cia de carga. Usaremos este circuito equivalente para estudiar el funcionamiento de las
antenas receptoras.

10-6.1 AREA EFECTIVA

Area efectiva de una
antena receptora

Al analizar antenas receptoras es conveniente definir una cantidad llamada drea efec-
tiva.! El area efectiva, 4,, de una antena receptora es la razon de la potencia media,
Py, suministrada a una carga adaptada a la densidad de potencia media temporal, &
de la onda electromagnética que incide sobre la antena. Escribimos

au?

P
A =—= (m?), (10-65)

3
En condiciones de adaptacion,
Z,=2}=2Zy. (10-66)

Si se ignoran las pérdidas, la impedancia de entrada de la antena Z; en el modo de
transmision puede escribirse como

Z, =R, +jX,;, (10-67)
donde R, denota la resistencia de radiacion. Con base en las ecuaciones (10-66) y (10-

67), el voltaje en circuito abierto inducido V,_en la figura 10-12 se presenta a través

oc

de una resistencia total de 2R, y la potencia media suministrada a la carga adaptada es

p _1[Vd p I’
T T (10-68)

Sea E; la amplitud de la intensidad de campo eléctrico en la antena receptora. La den-
sidad de potencia media temporal en el punto de recepcion es entonces

T También llamada abertura efectiva o seccién recta receptora.
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E? E?

P = —— = i
©= g 2407 (10-69)

La relacion entre Py &2, da el area efectiva.

Determine el area efectiva, 4,(8), de un dipolo eléctrico elemental de longitud d¢ (<A)
usado para recibir una onda electromagnética plana incidente de longitud de onda A.
Suponga que el eje del dipolo forma un angulo 6 con la direccion de la onda electro-
magnética incidente.

SOLUCION

Sea E, la amplitud de la intensidad de campo eléctrico en el dipolo. El voltaje en circuito
abierto inducido es entonces

V.. = E,d/senf, (10-70)

La resistencia de radiacion del dipolo eléctrico elemental es, a partir de la ecuacion
(10-25),

dr\?
R, = 80n? (T) . (10-71)

Si en la ecuacion (10-68) usamos V. de la ecuacién (10-70) y R, de la ecuacién (10-71)
obtenemos

2

" i 2 q
= , 10-
P| 0 3 {/1 sen 9) ( )

Al sustituir las ecuaciones (10-69) y (10-72) en la ecuacion (10-65) obtenemos el drea
efectiva del dipolo eléctrico elemental (dipolo hertziano):

3
A, = —— (Asenf)%. (10-73)
8n

Recordando a partir de la ecuacion (10-19) del ejemplo 10-2 que la ganancia di-
rectiva de un dipolo hertziano es

Gp(6, ¢) = 3sen’ 6, (10-74)

podemos escribir la siguiente relacion para una antena en condiciones de adaptacion
de impedancia.

iZ
Z_Gy(6, ¢) (m2). (10-75)

A6, ¢) = yes

Puede demostrarse que por lo general la relacién entre A, y G, expresada por la ecuacién
(10-75) es valida para cualquier antena.
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® EJERCICIO 10.7 Calcule el area efectiva maxima de un dipolo hertziano a 3 (GHz).

RESPUESTA: 11.9 (cm?).

10-6.2 SECCION RECTA DE RETRODISPERSION

Seccion recta de
retrodispersion
(seccion recta de
radar)

Radar

Como vimos en la subseccion anterior, el concepto del drea efectiva tiene que ver con
la potencia disponible para la carga adaptada de una antena receptora para una determinada
densidad de potencia incidente. En aquellas situaciones en las cuales la onda incide sobre
un objeto pasivo cuyo proposito no es extraer energia de la onda incidente, pero cuya
presencia crea un campo disperso, es conveniente definir una cantidad denominada seccidén
recta de retrodispersion o seccion recta de radar. La seccion recta de retrodispersion
de un objeto es el area equivalente que interceptaria la cantidad de potencia incidente
para producir la misma densidad de potencia dispersa en el receptor, si el objeto dispersara
de manera uniforme en todas las direcciones (de forma isétropa). Sea

. = Densidad de potencia media temporal incidente en el objeto (W/m?),

2. = Densidad de potencia media temporal dispersa en el lugar del
receptor (W/m?),

a,, = Seccion recta de retrodispersion (m?),

r = Distancia entre el dispersor y el receptor (m).

Entonces
Gy P
=9
47r? i
0
%
ab! — 41’[!"2 5 (mz) (] 0—?6)
i

Observe que &, es inversamente proporcional a r? para grandes valores de 7 y que g,
no cambia con r.

La seccion recta de retrodispersion es una medida de la detectabilidad del objeto
(objetivo) por radar (radio detection and ranging, deteccion y telemetria por radio);
de aqui proviene el término de seccion recta de radar. Es una medida que depende en
forma complicada de varios factores como la geometria, la orientacion, los parametros
conctitutivos y las condiciones superficiales del objeto, ademés de la frecuencia y de
la polarizacion de la onda incidente. El disefio de una aeronave que no pueda ser de-
tectada por radar debe ser tal que la seccion recta de retrodispersion o radar sea ex-
cepcionalmente pequefia.
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10-7 FORMULA DE TRANSMISION DE FRIIS Y ECUACION DEL RADAR

Férmula de
transmisién de Friis

Ahora veremos la relacion de transmision de potencia entre las antenas transmisoras
y receptoras. Suponga que se establece un enlace de comunicacion entre las estacio-
nes | y 2 usando antenas con areas efectivas 4,, y 4,,, respectivamente. Las antenas
estan separadas una distancia ». Queremos hallar una relacioén entre la potencia trans-
mitida y la recibida.

Sea P, la potencia total radiada por la antena 1, con ganancia directiva Gp,,. La

densidad de potencia media en la antena 2, &, , a una distancia r es

P,
Far = gyz o1 (10-77)

Si la antena 2 tiene un 4area efectiva 4 ,, recibird una potencia P, en una carga adap-
tada (véase la Ec. 10-65):

P, =A,2,. (10-78)

Combinando las ecuaciones (10-77) vy (10-78) y usando la ecuacién (10-75)
obtenemos

Po_(Aa\s _(Aa\(474a)
P; 4nr?) P! 4nr? A?

L AelAeZ

75; 22

"o

(10-79)

La relacion de la ecuacion (10-79) se conoce como formula de transmision de Friis.
Para una potencia transmitida, la potencia recibida es directamente proporcional al
producto de las dreas efectivas de las antenas transmisora y receptora e inversamen-
te proporcional al cuadrado del producto de la distancia de separacion y la longitud
de onda.

Con base en la ecuacion (10-75), podemos escribir la férmula de transmision de
Friis en la siguiente forma alternativa:

Forma alternativa de
la férmula de
transmisién de Friis

PL  Gp,GpyA?
?':=——'am‘;§ : (10-80)

La potencia recibida P; en las ecuaciones (10-79) y (10-80) supone una condicién de
adaptacién y no contempla la potencia disipada en la propia antena. También supone
que las antenas transmisora y receptora estan en las zonas lejanas respectivas.
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— Conmutador T/R

Receptor

! Transmisor m/,
|

FIGURA 10-13 Sistema de radar monoestatico

Considere ahora un sistema de radar que usa la misma antena para transmitir cortos
pulsos de radiacion con dependencia armonica con el tiempo y para recibir la energia dis-
persa por un objetivo, como se ilustra en la figura 10-13.1 Para una potencia transmitida
P,, la densidad de potencia en el objetivo a una distancia r es (véase la Ec. 10-77)

PI‘
4nr?
donde Gp(6, ¢) es la ganancia directiva de la antena en la direccion del objetivo. Si
a,, denota la retrodispersion o la seccion recta de radar del objetivo, la potencia equi-
valente que se dispersa de forma isotropa es o,,72,, que da lugar a una densidad de
potencia en la antena de 0,7, /47r?. Sea A, el area afectiva de la antena. Tenemos

2, = Gp(6, ), (10-81)

“anr

entonces la siguiente expresion para la potencia recibida:

t"?’m
PL=A, or,,s4
P,
= At s Golls 6). (10-82)
Al usar la ecuacion (10-75), la ecuacion (10-82) se convierte en
Ecuacién del radar %1'_ (:’ );1 G3(6, ) (10-83)

conocida como ecuacion del radar. Podemos escribir la ecuacion del radar de otra
manera, en términos del drea efectiva de la antena A, en lugar de la ganancia direc-
tiva G, (6@, ¢):

' Un sistema de radar que emplea una antena comiin para transmitir y recibir en el mismo lugar usando un
conmutador T/R. (transmisién/recepcion, xmt/rev), se denomina radar monoestético.
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Forma alternativa de
la ecuacion del
radar

Satélites
geosincronos

EJEMPLO 10-10

PL Ops Av 2
B\ - (10-84)

Como las sefales de radar tienen que hacer los viajes de ida y vuelta, de la antena al

objetivo y de regreso a la antena, la potencia recibida es inversamente proporcional a
la cuarta potencia de la distancia r entre el objetivo y la antena. En la practica, una parte
de la potencia dispersada por el objetivo es reflejada o rerradiada al llegar a la ante-
na receptora. Por consiguiente, P serd un poco menor que lo que indica la ecuacion
(10-84).

Un sistema de comunicacion via satélite usa los satélites que viajan en orbita al-
rededor del plano ecuatorial de la Tierra. La velocidad de los satélites y el radio de
sus drbitas son tales que el periodo de rotacion de los satélites alrededor de la Tierra
es el mismo que el de la Tierra, de manera que los satélites parecen estar estacionarios
con respecto a la superficie terrestre; por esto se conocen como geoestacionarios. El radio
de la orbita geosincrona es de 42 300 (km). El radio de la Tierra es de 6380 (km), asi
que los satélites estan a unos 36 000 (km) sobre la superficie terrestre.

Las sefiales se transmiten al satélite desde una antena de alta ganancia en una es-
tacion terrestre. El satélite recibe las sefiales, las amplifica y las retransmite a la estacion
terrestre a una frecuencia distinta. Tres satélites espaciados a igual distancia entre si
alrededor de la érbita geosincrona cubririan casi toda la superficie del planeta, con
excepcion de las regiones polares (véase el Prob. P.10-21). Para efectuar un analisis
cuantitativo de las relaciones de potencia y ganancia de antena para un circuito de
comunicacién via satélite hay que aplicar dos veces la formula de transmision de Friis,
una'para el enlace de subida (de la estacion terrestre al satélite) y otra para el enlace
de bajada (del satélite a la estacion terrestre).

Se desea establecer un enlace de microondas a una distancia de 10 millas, usando una
frecuencia de 300 (MHz) y dos reflectores parabélicos idénticos, cada uno con ganancia
directiva de 30 (dB). La antena transmisora radia una potencia de 500 (W). Ignore las
pérdidas y determine (a) la potencia recibida y (b) la magnitud de la intensidad de campo
eléctrico en la antena receptora.

SOLUCION

a) Lo primero es convertir la ganancia directiva logaritmica de 30 (dB) a un numero.

10 log,(G,) = 30 (dB),
Gp, = 10% = 1000.
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EJEMPLO 10-11

3 % 108

— 4 S ann G 1nb
r=10 x 1609 = 1.609 x 10%m), 1= "0

=1 (m).
Usamos la ecuacion (10-80) para obtener
=P
P ! (4nr )
1000 x 1 2
=50(——F—

47 x 1.609 x 10°
=12.23 x 1073 (W) = 12.23 (mW).

b) A partir de las ecuaciones (10-77) y (10-69) tenemos

PG, E?
S dnr?  240m°

Por lo tanto,

1
E; = /60P,G,

1
~1.609 x 10

/60 x 500 x 1000 = 0.341 (V/m).

Suponga que se aplican 50 (kW) a la antena de un sistema de radar que opera a 3 (GHz).
La antena tiene un drea efectiva de 4 (m?) y una eficiencia de radiacién del 90%. La
potencia de sefial minima detectable (por encima del ruido inherente en el sistema
receptor y en el ambiente) es de 1.5 (pW), y el coeficiente de reflexion en potencia de
la antena en recepcion es de 0.05. Determine el maximo alcance utilizable del radar
para detectar un objetivo con una seccion recta de retrodispersion de 1 (m?).

SOLUCION

En /=3 x 10% (Hz), A = 0.1 (m):
A, =4 (m?),
P, =090 x 5 x 10* = 4.5 x 10* (W),

e o =12
P =15x10 (__1 — s

)= 1.58 x 10712 (W),

gy =1 (m?).
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De la ecuacion (10-84),
P‘4 s Tbs Ag i
ani* \pr. /)

r=4.20 x 10* (m) = 42 (km).

m EJERCICIO 10.8 Calcule lo siguiente para el sistema de radar del ejemplo 10-11:
a) el maximo alcance para detectar un objetivo que tiene una seccion recta de retrodispersion
de 0.2 (m?),
b) ladirectividad en (dB) de una nueva antena para detectar el nuevo objetivo a 42 (km),

b4
¢) la pérdida total de transmision en (dB) en el caso original.

RESPUESTA: (a) 28.1 (km), (b) 40.5 (dB), (c) 155.2 (dB).

PREGUNTAS DE REPASO
P.10-25 ;Cuales son las consecuencias importantes de las relaciones de reciprocidad que
tienen que ver con antenas que operan en los modos de transmision y recepcion?
P.10-26 Defina el drea efectiva de una antena.
P.10-27 Defina la seccion recta de retrodispersion de un objeto.
P.10-28 Explique el principio del radar.

P.10-29 ;Qué dice la férmula de transmision de Friis en términos de las dreas efectivas de
las antenas?

COMENTARIOS j

1. La relacion entre el area efectiva y la ganancia directiva de una antena es una
constante universal igual a A2/4 .

2. Paraunadensidad de potencia incidente determinada, la potencia suministrada a
una carga adaptada es proporcional al area efectiva (y por consiguiente también
a la ganancia directiva) de una antena.

3. Eldreaefectiva es una propiedad de las antenas, mientras que la seccion recta de
retrodispersion (radar) es una propiedad de los objetos pasivos.

4. Para una potencia transmitida, la potencia que se recibe en un sistema de radar
monoestético es proporcional a la seccion recta de retrodispersion del objetivo y
al cuadrado del producto de la ganancia directiva de la antena y la longitud de
onda operativa; también es inversamente proporcional a la cuarta potencia de la
distancia al objetivo.




460 B CAariTULO 10 ANTENAS Y SISTEMAS DE ANTENAS

RESUMEN

Las antenas y los sistemas de antenas se usan para radiar y/o recibir energia electro-

magnética de forma eficaz, de manera predeterminada. En este capitulo

* analizamos el procedimiento general para determinar los campos electromagnéticos
radiados por una antena con una distribucion de corriente supuesta;

* encontramos las intensidades de campos eléctricos y magnéticos lejanos de un di-
polo eléctrico elemental (hertziano) radiante;

* definimos las caracteristicas esenciales de la radiacion (ganancia directiva, direc-
tividad, ganancia en potencia, resistencia de radiacion, eficiencia de radiacion) de
una antena;

* examinamos las funciones de configuracion de una antena lineal general, un dipo-
lo de media onda y un monopolo de cuarto de onda;

* cxplicamos el principio de multiplicacion de diagramas para sistemas de antenas con
elementos idénticos;

* sefialamos la caracteristica especial de los sistemas bindémicos;

* analizamos las caracteristicas generales de los factores de sistema, destacando los
sistemas de radiacion transversal y longitudinal;

* explicamos los conceptos del area efectiva y la seccion recta de retrodispersion, y

* obtuvimos la formula de transmision de Friis y la ecuacion del radar.

PROBLEMAS

P.10-1 Determine los valores maximos de las intensidades de campo eléctrico y mag-
nético a una distancia de 10 (km) de un dipolo hertziano para una potencia de entra-
da de 15 (kW) que radia con una eficiencia del 70%.

P.10-2 La intensidad de radiacién de una antena es
50 sen? Bcosg; 0<6 <m-m2<¢< 2
U, ¢) = [O‘ en los demas punt
: puntos.
Determine (a) la directividad y (b) la resistencia de radiacién de la antena si la mag-
nitud de la corriente de entrada es 2 (A) y las pérdidas son despreciables.
P.10-3 (a) Suponga que la distribucion espacial de la corriente en un dipolo de me-
dia onda muy delgado, con alimentacion central, que yace sobre el eje z, es [, cos 27z.
Determine la distribucion de carga en el dipolo. ;Cual es la longitud de onda? (b) Repita
el apartado (a) suponiendo que la distribucion de corriente en el dipolo es una funcion
triangular descrita por
I(z) = I,(1 - 4z)).

P.10-4 Una corriente uniforme de 1 (MHz) fluye por una antena vertical de 15 (m) de
longitud. La antena es una varilla de cobre, con alimentacion central, de 2 (cm) de radio.
Calcule:

a) la resistencia de radiacion,

b) la eficiencia de radiacion, y
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¢) la intensidad maxima del campo eléctrico a una distancia de 20 (km) si la potencia
radiada por la antena es de 1.6 (kW).

P.10-5 Determine la eficiencia de radiacion de un dipolo con alimentacién central de
1.5 (m) de longitud que opera a 100 (MHz). El dipolo estd hecho de metal y tiene un
radio de 1 (mm).

P.10-6 La amplitud de la distribucién de corriente con dependencia armonica con el
tiempo en una antena dipolar corta con alimentacion central de longitud 2h(h < A) puede
aproximarse mediante una funcion triangular

- -
1[2]—!0(1 h).

Encuentre (a) las intensidades de campo eléctrico y magnético lejanos, (b) la resistencia
de radiacion y (c) la directividad.
P.10-7 La antena transmisora de un sistema de radionavegacion es un mastil metali-
co vertical de 40 (m) de altura aislado de tierra. Una fuente de 180 (kHz) envia una
corriente de 100 (A) de amplitud a la base del mastil. Suponga que la amplitud de co-
rriente en la antena decrece linealmente hasta cero en la parte superior del mastil y que
la tierra es un plano conductor perfecto. Determine:

a) la intensidad maxima de campo a una distancia de 160 (km) de la antena,

b) la potencia media temporal radiada, y

¢) la resistencia de radiacidn,
P.10-8 (a) Compruebe los diagramas de radiacion polares en el plano £ de las figu-
ras 10—4(c) y 10-4(d) para las antenas dipolares con alimentacion central con 2h/A =
3/2 y 2h/A = 2, respectivamente. (b) Represente graficamente estos diagramas en forma
rectangular con F(8) en funcion de 6. (c) Estime los angulos, 6,, donde los diagramas
presentan un maximo.
P.10-9 El angulo entre los puntos de potencia mitad del haz principal del diagrama de
radiacion de una antena se denomina con frecuencia ancho de haz del diagrama. (Los
puntos de potencia mitad son aquellos donde la intensidad del campo es 1/42 de la
que existe en direccion de la radiacion méaxima.) Encuentre el ancho de haz del diagrama
en el plano E de (a) un dipolo hertziano, (b) un dipolo de media onda.
P.10-10 Esboce el diagrama de radiacion polar en funcién de 6 de una antena dipo-
lar delgada de longitud total 2k = 1.25A. Determine la anchura del haz principal en-
tre los primeros valores nulos.
P.10-11 Dos antenas dipolares elementales, cada una de 2k (h << A) de longitud,
se alinean colinealmente sobre el eje z con sus centros espaciados una distancia d
(d > 2h). Las excitaciones en las dos antenas son de igual amplitud y fase.

a) Escriba la expresion general del campo eléctrico lejano de este sistema colineal

de dos elementos.

b) Represente graficamente el diagrama en el plano £ normalizado para d = A2

¢) Repita el apartado (b) para d = A.
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P.10-12 Represente graficamente el diagrama de radiacion polar en el plano H de dos
dipolos paralelos para los casos

a)d= N4, E=n/2, b)d=314, E=m2.
P.10-13 Para un sistema bindmico transversal de cinco elementos:

a) Determine las amplitudes de excitacion relativas de los elementos del sistema.

b) Represente graficamente el factor de sistema para d = A/2.

¢) Determine el ancho de haz de potencia mitad y compiérelo con el de un sistema
uniforme de cinco elementos que tenga el mismo espaciado entre elementos.

P.10-14 Determine el factor de sistema y represente graficamente el diagrama de ra-
diacién normalizado de un sistema transversal de cinco elementos isotropos espacia-
dos A/2 y con razones de amplitud de excitaciéon 1 : 2 : 3 : 2 : 1. Compare el nivel de
los primeros lobulos laterales con el de un sistema uniforme de cinco elementos.

P.10-15 Obtenga la funcion de configuracion de un sistema rectangular con excitacion
uniforme de N, x N, dipolos de media onda paralelos. Suponga que los dipolos son
paralelos al eje z y que sus centros estan espaciados d, y d, en las direcciones x y y,
respectivamente.

P.10-16 Al tratar con antenas lineales delgadas, en ocasiones es conveniente definir
una longitud efectiva, £,, de la antena, que es el momento de corriente normalizado con
respecto a la corriente en el punto de alimentacion. Para un dipolo con alimentacion
central de media lopgitud A, la longitud efectiva maxima (en 8 = /2) es

1 +h
£o(nf2) = @jw I(z)dz. (10-85)

Determine la longitud efectiva de

a) un dipolo hertziano de longitud d¥¢,

b) un dipolo de media onda con distribucién de corriente senoidal /; cos fz, y

¢) un dipolo de media onda con distribucion de corriente triangular /(1 — 4 |z|/A).
P.10-17 Cuando se usa una antena de longitud efectiva £,, segun la definicién de la
ecuacion (10-85), para recibir un campo eléctrico incidente E, paralelo al dipolo, el
producto |E,£, | es igual al voltaje en circuito abierto |V, | inducido en el circuito re-
ceptor. Suponga que un dipolo de media onda radia 2 (kW) a 300 (MHz) y que se
emplea como antena receptora otro dipolo de media onda paralelo al primero, a 150
(m) de distancia. Ignore las pérdidas y determine (a) |V,.| en el circuito receptor equi-
valente y (b) la potencia recibida en una carga adaptada.
P.10-18 (a) Dos dipolos de media onda paralelos estan separados 150 (m). El di-
polo transmisor radia 2 (kW) a 300 (MHz). Use la ecuacidn (10-80) para hallar la po-
tencia recibida por el dipolo receptor. (b) Repita el apartado (a) suponiendo que las
dos antenas son dipolos hertzianos.
P.10-19 Se tiene una antena dipolar simétrica de media longitud A/4:

a) obtenga una expresion para el drea efectiva, 4,(6),
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b) calcule el valor maximo de 4, a 100 (Mhz), y
¢) calcule el valor maximo de 4, a 200 (MHz). ;Por qué es menor esta respuesta
que la que obtuvo en el apartado (b)?

P.10-20 La antena de un radar monoestatico de 120 (kW) opera a 3 (GHz) y tiene una
ganancia directiva de 20 (dB). Suponga que rastrea un objetivo a 8 (km) de distancia
¥y que la seccidn recta de retrodispersion del objetivo es de 15 (m?). Determine

a) la magnitud de la intensidad eléctrica en el objetivo,

b) la cantidad de potencia interceptada por el objetivo, y

¢) la cantidad de potencia reflejada que absorbe la antena del radar.

P.10-21 (a) Demuestre que tres satélites igualmente espaciados alrededor de la rbita
geosincrona en el plano ecuatorial cubrirfan casi toda la superficie terrestre. Explique
por qué no estan cubiertas las regiones polares. (b) Suponiendo que el haz principal
del diagrama de radiacion de la antena del satélite tiene la forma de un cono circular
que cubre justamente la Tierra, sin sobresalirse, encuentre una relacion entre el ancho
de haz del I6bulo principal y la ganancia directiva de la antena.

P.10-22 La antena de la estacion terrestre de un enlace de comunicacidn via saté-
lite tiene una ganancia de 55 (dB) a 14 (GHz) y apunta a un satélite geoestacionario
a 36 500 (km) de distancia. Suponga que la antena del satélite tiene una ganancia de
35 (dB) al transmitir la sefial de regreso a la estacién terrestre a 12 (GHz). La seiial
minima utilizable es 8 (pW).

a) Ignore las pérdidas 6hmicas y por desadaptacion de la antena y determine la po-
tencia de transmision minima requerida para el satélite.

b) Calcule la potencia de pico del pulso transmitido necesaria en la estacion terrestre
para detectar el satélite como un objeto pasivo, suponiendo que la seccion rec-
ta de retrodispersion del satélite, incluyendo sus paneles solares, es de 25 (m?)
y que la potencia minima detectable del pulso de retorno es de 0.5 (pW).






Apéndice A

SIMBOLOS Y UNIDADES

A-1 UNIDADES FUNDAMENTALES EN EL S| (MKSA RACIONALIZADOS)

Cantidad Simbolo Unidad Abreviatura
Longitud £ metro m

Masa m kilogramo kg
Tiempo t segundo s
Corriente I ampere A

T Ademads del sistema MKSA para las unidades de longitud, masa,
tiempo y corriente, el sistema internacional adoptado por el Comi-
té Internacional de Pesos y Medidas consiste en otras dos unidades
fundamentales: el kelvin (K) para la temperatura termodinamica y
la candela (cd) para la intensidad luminosa.
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APENDICE A

A-2 CANTIDADES DERIVADAS

Cantidad Simbolo Unidad Abreviatura
Admitancia Y siemens S
Capacitancia (6§ farad F
Carga 0, q coulomb C
Conductancia G siemens S
Conductividad o siemens/metro S/m
Constante de atenuacion a neper/metro Np/m
Constante de fase B radian/metro rad/m
Constante dieléctrica € (sin dimensiones) =
(permitividad relativa)
Constante de propagacion Y metro~! m-!
Densidad de carga (lineal) Py coulomb/metro C/m
Densidad de carga (superficie) P, coulomb/metro? C/m?
Densidad de carga (volumen) P, coulomb/metro? C/m?
Densidad de corriente (superficie) J, ampere/metro A/m
Densidad de corriente (volumen) J ampere/metro? A/m?
Densidad de energia w joule/metro? J/m?
Densidad de flujo magnético B tesla 15
Desplazamiento eléctrico D coulomb/metro? C/m?
(densidad de flujo eléctrico)
Directividad D (sin dimensiones) —_
Energia (trabajo) W joule J
Fase i ) radian rad
Flujo magnético D weber Wb
Frecuencia £ hertz Hz
Frecuencia angular @ radian/segundo rad/s
Fuerza F' newton N
Fuerza electromotriz & volt v
Fuerza magnetomotriz v ampere A
Impedancia Z,n ohm Q
Inductancia L henry H
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Cantidad Simbolo Unidad Abreviatura
Intensidad de campo eléctrico E volt/metro Vim
Intensidad de campo magnético H ampere/metro Alm
Intensidad de radiacion U watt/estereorradian Wisr
Longitud de onda A metro m
Magnetizacion M ampere/metro A/m
Momento dipolar eléctrico p coulomb-metro C-m
Momento dipolar magnético m ampere-metro? A . m?
Numero de onda k radian/metro rad/m
Par de torsion T newton-metro N.m
Permeabilidad JTRETA henry/metro H/m
Permeabilidad relativa U, (sin dimensiones) —
Permitividad € g farad/metro F/m
Permitividad relativa €, (sin dimensiones) -

(constante dieléctrica)
Potencia P watt W
Potencial eléctrico v volt Vv
Potencial magnético (vector) A weber/metro Wb/m
Reactancia X ohm Q
Reluctancia R henry ! H~!
Resistencia R ohm Q
Susceptancia B siemens S
Susceptibilidad eléctrica 3 (sin dimensiones) -
Susceptibilidad magnética X (sin dimensiones) —
Trabajo (energia) w joule J
Vector de polarizacion P coulomb/metro? C/m
Vector de Poynting P watt/metro? W/m?

(densidad de potencia)
Velocidad u metro/segundo m/s
Voltaje |4 volt \%
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A-3 MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DE UNIDADES

Factor por el cual se multiplica la unidad Prefijo Simbolo

1 000 000 000 000 000 000 = 10'® exa E
1 000000 000000000 = 10'3 peta P

1 000000 000000 = 10!2 tera T
1000000000 = 10° giga &

1000000 = 10° mega M

1000 = 10? kilo k

100 = 10? hecto? h
10 = 10! decat da

01=10"" decif d

001 =10"?2 centit c

0.001 =103 mili m

0.000001 = 10"° micro U

0.000000001 = 10~° nano n

0.000000 000001 = 102 pico P
0.000000000000001 = 10715 femto f
0.000 000 000 000000001 = 10~ '8 atto a

f Estos prefijos por lo general solo se.usan para medidas de longitud, drea y volumen.




Apéndice B

ALGUNAS CONSTANTES
MATERIALES UTILES

B-1 CONSTANTES DEL ESPACIO LIBRE

Constante Simbolo Valor
Velocidad de la luz c ~3 x 108 (m/s)
1
Permitividad € ~— x 107° (F/m)
36n
Permeabilidad Ho 4n x 1077 (H/m)
Impedancia intrinseca "o ~120m 0 377 ()

B-2 CONSTANTES FISICAS DEL ELECTRON Y DEL PROTON

Constante Simbolo Valor

Masa en reposo del electrén m, 9.107 x 107°" (kg)
Carga del electron —e —1.602 x 107'% (C)
Razon carga-masa del electron  —e/m, —1.759 x 10'! (C/kg)
Radio del electrén R, 2.81 x 10715 (m)
Masa en reposo del proton m, 1.673 x 10727 (kg)
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B-3 PERMITIVIDADES RELATIVAS (CONSTANTES DIELECTRICAS

Material Permitividad relativa, €,
Aire 1.0
Baquelita 5.0
Vidrio 4-10
Mica 6.0
Aceite 23
Papel 2-4
Cera parafina 2.2
Plexiglas 34
Polietileno 2.3
Poliestireno 2.6
Porcelana 5.7
Caucho 2.3-40
Tierra (seca) 3-4
Teflon 2.1
Agua (destilada) 80
Agua de mar 72

B-4 CONDUCTIVIDADEST

Material Conductividad, o (S'm) | Material Conductividad, o (S/m)
Plata 6.17 x 107 Agua dulce 1073

Cobre 580 x 107 Agua destilada 2x 1074

Oro 4.10 x 107 Tierra seca 10°°
Aluminio 354 x 107 Aceite de transformador 101!

Laton 1.57 x 107 Vidrio 10712
Bronce 107 Porcelana 2x10°1°
Hierro 107 Caucho 10°13

Agua de mar 4 Cuarzo fundido 1077

* Tenga en cuenta que los pardmetros constitutivos de algunos de los materiales dependen de la frecuencia y de
la temperatura. Las constantes listadas son valores para baja frecuencia a temperatura ambiente.
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B-5 PERMEABILIDADES RELATIVAST

Material Permeabilidad relativa, 4,
Ferromagneéticos (no lineales)
Niquel 250
Cobalto 600
Hierro (puro) 4,000
Mumetal 100,000
Paramagnéticos
Aluminio 1.000021
Magnesio 1.000012
Paladio 1.00082
Titanio 1.00018
Diamagnéticos .
Bismuto 0.99983
Oro 0.99996
Plata 0.99998
Cobre 0.99999

 Tenga en cuenta que los parametros constitutivos de algunos de los materiales
dependen de la frecuencia y de la temperatura. Las constantes listadas son
valores para baja frecuencia a temperatura ambiente.






Apéndice C

Algunas identidades vectoriales utiles

A-BXC=B-CxA=C-AxB
Ax(BxC)=B(A-C) - CA-B)
VpV)=¢VV + VVy

Ve (pA) =YV A+ AV

VX (WA) =gV X A+ VP x A
V(AXB =B-(VxA) -A-(VxB)
V-V =V

VX VUxA=VV-A) - VA
YxVVv=0

V(VXA)=0

J V-Adv = % A-ds (Teorema de la divergencia)
v 5

f VXA ds= 4; A-df (Teorema de Stokes)
h ‘ 473
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Operaciones de gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Coordenadas cartesianas (x, y, z)

av

v .
VV=a—+ aya— + azﬂ
dax dy dz
voa A, 04 0A
dx day az
a, a, a,
ax dy dz
A, A, A,
3 2 e
w2, a—‘-: + ﬂ;
ax ay az
Coordenadas cilindricas (r, ¢, z)
av v v
VW=a—+a,— +a,—
. Mn  az
1d dA, 0A
V-A=—-—(rA)+ —+—
rar ra¢p 9z
a, a,r a,
1|a d 0
VxA=-|— — —|=a,
A rior a¢ oz a(
A, rAd, At
av\ 13V
ViV = li r— VY=g
ror\ dr reag

az’

a
a,(ﬁ_@ H,(%_% va P
ay 9z dz  ox i

A, _0A)
rad

3%V

4,
dx dy
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Coordenadas esféricas (R, 6, ¢)
aV av

vV = + +
ap IR anRaa
1
V-A= R*A
RzaR{ g) +
ag
| d
VXA=—5|—
R*sen@ |oR
Ag

LoV

a‘RsenﬁladJ
1

R edB(Aﬂscnf)}
a,R a,Rsend
9 @
a0 g
RA, (Rsen®)A,
T e
R%sen 806 ]

LA
Rsené ad

I dA,
Rscn@[ iasand) - T:’;]

L[ oAe o
MR [sen 636 R "’]

1

dA g
+ Ay [{R{RAol ) ]

R%sen’8 o’
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APENDICE C

Espectro de las ondas electromagnéticas

Longitud de onda (m) Frecuencia (Hz) Clasificacién Aplicaciones
B 1024
10 | 5_ {
i Rayos Y ' Irradiacion de alimentos,
1 1 02 1 terapia contra el cancer
10 12| I 1
ol Rayos X Diagnéstico médico
10 _}
(A) 10714 1018 (EHg) {
(nm) 107°4 Ultravioleta Esterilizacion

} 10'% (PHz)

|

(um) 10-¢{ e
1. Infrarrojo Vision nocturna
() 10_3:' 102 (THz) Onda milimétrica
(cm) 102 _‘ EHF (30-300 GHz)  Radar, exploréciél.'llespacia]
i SHF (3-30°GHz) (A pmrmees
e I 10° (GHz) UHF (300-3000 MHz) :Zdir;:'v, T.a\'»cgac;én _
-y VHE (0300 MHe) _Liifuitotes ™
102 n HF (3-30 MHz) ﬁﬁa:iri%::“ i
(km) 10° I 10° (MHz) MF (300-3000 kHz) i‘:ﬁi‘“";ﬁf’" fe
- S LF (30-300 kHz)  Nivesscion,
e T VLF (3-30 kHz) Navegacion, sonar
(Mm) :gﬁ ;‘ 10? (kHz) ULF (300-3000 Hz) gltervallu deuaud:'o pa:t:::ﬁ;:{a
o [0 02 SLF (30-300 H) oo ocioner”
ey ELF 3-30Hz)  Dopesoies
- 1 (Hz)

Intervalo de longitudes de onda de la vision humana: 720(nm) — 380(nm)

(Rojo oscuro) (Violeta)
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Respuestas a los
problemas con
numero impar

CAPITULO 2

P2-3a) (a,2—a,3+8,6)/7. b)17.1. ¢ —171. d)—24.
e) —343. ) 1042°. g —a,4—a3-2a.10. h) —118
P.2-5 a) Angulo recto en P,. b) 15.3.

P2-7 a) (8,5—2,2+2,)/,/30.  b) (a,2+a,5)/,/29.

P2-11 a) (—3/2, —3./3/2, —=4).  b) (5, 143.1°, 240°).

P2-13 8) A, cos ¢, + Aysend,.  b) Ag(ry/s/r] + 22) + Aglz,/\/r? + 23).
P2.-15 a) ag2; —4/3.  b) 112.4°.

P.2-17 8) —(a,x+a,y+a,2)/R*.  b) —ag(l/R?).

P.2-19 a) a,; —a,.

P.2-21 a) 3/2. b) y+z+x.

P.2-23 a) 2zR%3. by L.

P.2-27 a) 1/2. b) a,(3r—5)cos ¢. ) 1/2.

CAPiTULO 3

h\2 1 2Dh
P3-1 a) — (“L) . (w i )
e\ w 2 ewV, i

P3-3 3) 0,/Q,=4/3. b) Q,/Q, =3/
P.3-5 z = B.66b.

P.3-7 Suponiendo que la linea de carga semicircular alrededor del origen estd en la mitad
superior del plano xy, E = —a,p,/2neyb. 479
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P3-9a)E =0,r<a; E =ap,/er,a<r<b; E, =lap,+ bp)eor, r > b.
b) bja= — p.a/Peb-
P.3-11 a) —30(ud). . b) —60(uJ).
P.3-13 a) p,, = PoL/2 en las seis caras; pp, = — 3P,
P.3-15 a) p,, = Por,(3+sen’d), r=r,; ppe= —Pori3 +seng), r=r;; pp, = —1Pq.
P.3-17 a) 150(kV). b) 1,000(kV). c) 130(kV).
P.3-19 ¢,, = 1.667.
P.3-21 a) a,V;/a In(b/a).
b) a=bje=hb/2.718.
c)el,/b.
d) 2ne(F/m).

1 1
P33 ane (5 - )

P.3-25 a) 27(nJ). b) 27(nJ).
P3-27 a,(e—e€o)Viw/2d.

P3-29 V =c,Inr+c,—Arfe; ¢, =[Alb— a)/e — V,]/In(b/a),
c;=[Volnb+A(@alnb—bIn a)/€]/In(b/a).

(7]
In (tan 5)
P.3-31 a) V(0)= Vo-——a-—,
In (tan 5)

BBy g in[tan(x/2)] senf’
P.3-35 a) d; = 0.46(mm). b) 2.96 (nF/m). ¢) |E| = 111.9(V/m).

CAPIiTULO 4 P.4-1 a) 3.54 x 107(S/m).
b) 6 x 10~ *(V/m).
c) (W)
d) 8.4 x 10™ %(m/s).

P.4-3 2) ag 7.5 x 10°Re 42X 10" (V/m), R < b; ag(9/R?) x 10%(V/m), R > b.
b)ag 7.5x 10'°Re~*42*1*""(A/m?), R<b; 0, R>b.

P.4-5 Py, = 3.33(mW), P, =8.00(mW), Pg, = 531(mW),
Pg,=887(mW), P, = 44.5(mW). Resistencia total = 7(£2).

P.4 -}—i—ln(o—’)
- (0,—0,)S a4 .
€olo,—a )V

it
a,d In(o,/0,)
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P49 a) C 2me, L 2na, L
. a = yu, = B
In(c/a) In(c/a)

_ 2me,L _ 2na,L

°“ln(b/c)’ ° In(b/c)
g,0,V,

D) = e = s inible)+ o Inic/al]

2
P.4-11 R = — In(b/a).
noh

CAPiTULO 5

P.5-1 E = uy(a,B, — a,B,).
Hol w
5.5 Bp, = —a,—In[1+—]
B35 P 2nw ( dz)
P.5-7 Suponiendo que la corriente I fluye en sentido contrario al de las agujas del reloj en un
gl
P 2nw

triangulo que yace sobre el planoxy, B =a

1
P5-93) A=1,In (r—")
2n r

b) 2.34(uWb).
P.5-11 a) a,uoHo/p.
b) a,(Ho, — M,).
P5-132) J,, =0,J,, =a,Mgsend.
b) (2/3)uyM,.
P.5-15 L = poN*(r, — \/r: —bi) L N2 2r,.
tohy . (w, +dXw, + d)

PSAT Ly =222 | ,
2= N dw, + w, + d)

e !
P.5-19 f =a, i tan"(l)

w 2D
P521 T= —a0.l({N-m)

CAPITULO 6

P6-1 v = —4; a;A--df.
c ot

; wpgl h w ., R
P.6-3 (1) = — WJ_-FT—ZLZ In (! + E) sen (mf +tan E)
P.6-52) i = 0.251 sen 100mt (A).

b) i = 0.104 sen(100nt — 65.6°)(A).
P.6-7 a) 1(GHz). b) 7.2(MHz).
P.6-9a) H, = a,30+a,?45 +a,10(A/m).

b) B, =2uH,. | c¢)a, =682° d) 2, =79.5°
P.6-15 x=mn/6, Hy =173 x 10" *(A/m).
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P6-17 a) A=agAp+a,4,+2,A,, donde

1d¢ - JBR
Ap= A, cos Q:E‘:‘T(e % )c05 8,

Id¢ (e #R
An=—A,san=—'u‘; (ER )senf).
4

Ay =0.

by H= —a, %{—z B*sen 6 [Iﬂlﬁ + Gﬁ_]R)_Z:I e~ AK,
P.6-19 k= 20n/3 (rad/m).
0—3
120=R
P.6-21 f=13.2n=41.6 (rad/m).
E(x, z; t) = 2,496 cos(15nx)sen(6n10°t —41.62)
+a,565 sen(157x) cos(6n10°t — 41.62).

H(R, 0; 1) =a, —— sen @ cos(2n10°t — 20nR/3) (A/m).

] ' 5 OE PE
CAPITULO 7 P.7-1 a) V’E—po — — e — =0.
ot ot
b) V2E — jwpcE +k*E = 0.
P.7-3 E(R) = —na, x H(R).
P.7-5 a) f = 1.59 x 107(Hz), 4 = 10.88 (m).
b) €, =3.

¢) Polarizacién eliptica de mano izquierda.

d) H(z, tJ— ‘/— [a,sen(lO‘r—zf\/_Ha 2c05[10‘r-—z;’\/_]] (A/m).

P.7-7 a) 0.279(m).
b) . =238/1.43°, A =0.063(m), u, = 1.897 x 10%(my/s),
u, = 1.898 x 108 (m/s).

¢) H(x,t)=a,021e"2*®sen(6n x 10°t —31.67x +0.3257) (A/m).

P.7-9 a) 0 = 9.9 x 10*(S/m). b) 0.175(mm).
P.7-11 Para E(z,t)=a,E, cos(wt —kz + ¢) +a, Eosen(wt — kz + @),
2 =1,E3/n, que es independiente de t y .
P.7-15 a) & = 6.3(cm), n, = 3.96 + j3.96(Q).
b) E(z,t) =a,1.68¢ '3-®% cos(10% — 15.85z+0.257) (V/m),
H(z,t) =2,0.3¢ ™ '385% cos(10% — 15.85z) (A/m).
¢) #,=2,0.178¢ 3" 22 (W/m?),

P.7-17 a) E,(z) = Eo(—a,+ ja,)e’’”, una onda polarizada circularmente de mano

izquierda en direccion —z
2E .
b)J,=—2(a,—ja,)
Mo

c) Ei(z,f) =2E;sen fz a,sen wt—a, cos wi).
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P.7-19 a) E,(z) = a,2.08¢/1%2* 1397 (yV/m),
H,(z)= —a,0.0055¢/'%2* 15%:7%) (A /m),
E,{Z} - IIS.OBC’_ 1 .BSze—j{‘l.wx- 5.1%) (Vz'rm].
H,(ZJ e SJ,O.OJZ{’ = l.J&:e—jm.wx +3.4¢9) (A/rn}
b) §=1.53.

©) (#.), =2,0.127(W/m?), (#,); =a,0.127¢~>7%/(W/m?).
P.7-21 a) ' = —0.241, 1 =0.759.

b) E,(x, z; t)=a,15.2 cos(2m10% — 1.05x —2.96z) (V/m),
H,(x,z;t)=0.06(—2a,0.943 +a_0.333) cos(2n10% — 1.05x — 2.962) (A/m).
P.7-25 a) 0, =0.03". b) ') = 0.0151(1 + ). c) 8.69(m).
P.7-272) E(x, 2)=a,Ege Te M=,

E,
H,(x, 2) = - (au‘“z +: azﬁ sen ﬂi) B S
Ha2 €3
€ €, 3
donde f,, = ,82\/: sen@;, o, = fi, (~) sen‘f,—1,
€, €,

2n,co8 8, E
P € 2
7, cos 0, — jn, (—) sen?f, —1
€2
P.7-29 a) 6.38°. b) e/0-%%, c) 1.89¢/933, d) 159(dB).

1
P.7-31 a) 6, =sen” ! (ﬂ— \/nf—ni). b) 80.4°.

[H]

Yy Eo=

P.7-33 sen 8. = tan Og.

CAPITULO 8 P8-13)d=_2d bw=w 2. ow=2w
d) u, = u,fﬁ paraelcasoay b, u, = u, para el caso ¢.
P.8-3 a) 2.55 (cm).  b) 3.91 (mm).
P.8-5 R = 0.058(Q/m), L =0.20(uH/m), C = 80(pF/m), G = 23(uS/m).
P.8-7 b) V(z) =V, cosh yz—1,Z senh yz,

V;
I(z) = I, cosh yz — —" senh yz.
Zyo

P.8-9 a) V(z,t)=5.27¢%-%'% sen(8000nt — 5.55z2 — 0.322) (V),
I(z,1)=0.105¢ %7 sen(8000nt — 5.55z —0.322) (A).

b) (50, t) = 3.20 sen(8000mt —0.4327) (V),

1(50, t)= 0,064 sen(8000nt — 0.432m) (A).

¢) 0.102 (W).
P8-11 Z,=263— j9.87(Q).
P.8-13 a) R, = 74.5(Q0), €, = 4.05.

b) X,, = —290(Q), X;, = 19.2(Q).
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P.8-15

P.8-17

P.8-19

P.8-21

P.8-23

P.8-25
P.8-27

a) Z, =50()). b) Min. § = 2.
R, ! 2 2 2 2)2 2 R X
Rg 2l‘| [(l r +x|]:|: (I Fi xi) ri]o Fi Roixr Ros

i = 1
I=—tan u;:=2—xi{—[1—(r.—’+xf)]:J{1—r?-xf)’+4xf}-

a) V, = 0.527/18.4° (V), I, = 1.05/— 18.4° (mA),
V, =0033/—45° (V), I, = 1.33/—45° (mA).
b)S=2
¢) 0.022 (mW); 0.025 (mW), si R, = 50(€).
2) S=177.  b) [ =028¢/146" =0.28¢/2%*
€) Z,=50+j295(Q).  d) ¥,=0.015—;0.009(S).

€) No hay minimo de voltaje en la linea, pero V, < ¥,
a) 2, =33.75—j2375(Q).  byI=4e/2525 =it
¢) A 25 (cm) del cortocircuito.

di=0y1,=03754; 0d,=0.3244 y [,=0.1254.

a) Z, = 1043 j73.5(Q).

b) d =0.173(m), | =0.238(m).

CAPITULO 9

P—g'l Eﬂ f = lt_fc ZTM = 157 (Q}. ZTE = 904 (Q}.
En [ =220 Zoi = 336(0), Zs = 423(00).

P.9-3 a) H%(y) = B, cos (T)

nmy

1
b (S e, =—F—
c)H,(y,z;t)=B, cos (—?) cos{wt — B,2),

T

Hy{y| z; t) i % Bl Sen(%)wn(wl—ﬂlz),

E(y,z;t) = — a;ibﬂ,, sen (Jl—y) sen(wt — B,2),

e [ T

P.9-5 a) 8.25 (GHz). b) 544 +j390. c) 8.89 (W).

P.9-7
P.9-9

a) TE,,. b) TE,,, TE;o, TE,,, TE,,,y TM,,.
a) Disefio genérico: a = 6.5 (cm), b = 3.5 (cm).
b) u, = 4.70 x 10° (m/s), A, = 15.7 (cm),

B = 40.1 (rad/m), (Zg);0=590(C).
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B11 = w/ue 1—({;‘)2. h? = w? pe,

pat L F
C_Z "_,ue 2R

wef, €2ab

[BEBI

P.9-13 a) Modo TE,,.
b) (f)o2=12(GHz), f = 18(GHz), Zg = 506(Q), 4, = 2.24 (cm).
c) P,, = 280(W).
P.9-15 a) 3.3(GHz); 3.3(GHz); ninguno.
b) 5.3 (W); 10.7 (W).
P.9-17 a) Modo TE,q,, fi0: = 4.802 (GHz).
b) 0,0, = 6,869. W,=W, =0.0773 (pJ).
P.9-19 a) 2.89 (cm). b) 7.34 (GHz). c) 12493,

b) P,(2) =

CAPITULO 10

P.10-1 E, =972 (mV/m), H, = 0.258 (mA/m).
P.10-3 a) p; = —j(Iy/c) sen 2nz, A= 1(m).
—j2ly/nc para z > 0,
-
+ j2ly/nc para z < 0.
P.10-5 {, =99.2%.
P.10-7 a) |Eg, s = 2.82 (mV/m).
b) P, =1.14 (kW).
¢) R, =0.227(Q2).
P.10-9 2) 90°.  b) 78",

P.10.11 a) E,:”iou'

ﬁe ~JPR —d{2 cos EIF(Q}’

d
donde F(#)=sen 6 cos (ﬁ? cos 6)_
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P.10-13 a) 1:4:6:4:1.

b) |A(¢)| = |cos (; cos ¢)

¢) 30.28° comparado con 20.78°.

cos (; cos 6) sen (N;;h) sen (sz%)

4

P.10-15 |F(0, ¢)I=N

N
¥ e sen E-i) sen (&
2 2
donde y, = %sen 8 cos ¢, y

pd,

a,{f,=Tsen 0 cos ¢.

P.10-17 a) |V, |=0942 (V).  b) P_ = 1.52(mW).

2

cos (— cos 9)
P.10-19 2) 4,(6)=0.1342 | —— 7
sen f

b) 1.17 (m?). ¢) 0.29 (m?).
P.10-21 b) Anchura de haz del I6bulo principal =4/./Gp.
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pérdidas, tangente de, 287
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